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VortieTnerkmigeTi, 

i ich im Tilue i'^^C den /weiten Thcil les isfcpn Bandes die'.Pi 
3 dei Opffentli hkeit il eis^ab abnte ich nicht das» sidi das 
Erscheinen des zweiten Bindes so ibtr die Miiaaen veizogem wui le 
Der Druck dei erste i Ahtheilui g dieses Bande** lie die Ahhindlungen 
Über Geometrie un 1 Aiialyne enU alt n s Ute wuide zwar schon im 
Oktober 189J begonnen machte jedorh aus UisachLn be /n beseitigen 
nicht in memei Macht stand die ich abei h ei nicht ^nsemai deisetzen 
willj nur äusseret langsame Fortschritte Untei ditben Umetunlen wa 
gar nicht abzusehen wann die Abhandlungen über Mechanik die 
Lüroth mir schon l'**^3 dmckferti^ zugesandt hatte in die Reihe 
kommen wurden Ich bediiie dibu mi dass ich ni bt schon langst 
auf den Aiswe^ verfallen hm den mir Luioth Anfang 1*102 TOi^e 
achiagen hat und den ich jetzt g w ihlt habe nd,ml ch die Abh«uid 
lungen iihei Mechanik /uaammen mit denen ubei mathematische Phy ik 
heeondeis ^igmut ab /weiten Thcil des zweiten Bandes heiiuszigeben 
Der erste Theü des zweiten B'uides Greon etile und Änil3Sis w]i 1 
hoffentlieh m nicht allzufemei 7eit nachfolgen 

Wähienl Lur th m dem y rliegniideu Tl eile Alle /usainnen 
gestellt hat was (jiassmann ubei Meehinik yei ftentlicht bit und 
was aus dem Naclüiss zui Vei ffenthchung geeignet erschien habe ich 
mich, was die mathematische thysik angeht auf lie bereits gediuckten 
Arbeiten beschrankt und den Nichlasa nui m den Anmeikun^en soweit 
verwertet als es zui Eilauteiung der gf iru kteii All eitcn iiid zui 
wirkliehen Ausfibrmg eu igei dann blos ingeleutetei Betiacbtmigen 
erforderlich Wd,i Alles ubiige was dei Nachliss n h s nst Mit 
theilensweitbes ibei mathematische Physik enthalt verspiie ich auf 
den dritten Bind 
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VI Vorbemerkungen. 

Meinen Kollegen IL Hirt in Leipzig, J. Sommer in Bonn, E. v. 
Weber in Münclien verdanke ich einige Nach Weisungen, die mir sonst 
nnr schwer erreichbar- gewesen wären. Einen Beitrag von 0. Külpe 
in Würzburg habe ich auf S. 254 verwerthefc. AÜen Genannten m<)chte 
ich auch hierdurch meinen Dank für ihre TJnterstütKung aussprechen. 

Leipzig den 31. Juli 1902. 

Friedritli Engtl. 
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L Grimdriss der Mechanik 

(für den Unterricht in Prima). 

Von 
Professor Hermann Günther Grassmann. 



.1 Stettin, Septeml)er 18S7, 

Einleitung. 

§ 1. Die Physik hat die Aufgabe, die Erscheinungen der 
leblosen (unorganischen) Natur auf ihre Gesetze zurückzuführen. Alle 
diese Erscheinungen sind ursprünglich Bewegungen. Zur Bestim- 
mung der Bewegung bedarf man eines Zeitmasses und eines 
Lngm ÄlZm h ki gh 

Laigm m ngndndp F 



uaFra Im nmmmM U mmg 

zu kommen den neuen französistlien Fuss zu '/, Meter feetgeBetzt. Dieser neue 
PusB =^ ' j Meter = 1 0621 preuaeiaclie Fnsa würde, wenn der Zoll ^= '/,,, Fubb, 
die Iiime = '/j„ Zoll die Eutte = 10 Fuss u. s. w. angenommen würde, sich vor- 
trefflich zu einem aügemem einzuf ihrenden Masse eignen. 



Erster Abachnitt. 
Bewegung eines Punktes. 

§ 2. „Man sagt TOn einem Punkte, dass er seine Bewegung 
unverändert beibehalte, wenn er in gleichen Zeifctheilen stets gleich- 
grosse und gleichgerichtete Wege zaröcklegt." 

Anm. Weim der Pnntt in gleichen Zeiten zwar gleichgrosse, aber nicht 
gleichrichtete Wege zuröcklegt, so bleiht seine Geächwindigkeifc ungeändert. 
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4 I. Gorundriss der Mechanik. Programm 1867. 

aber nicM die RicMimg seiner Bewegang. Eine Bewegung, welche stets dieselbe 
Richtung beiheMlt, heisst geradlinigt. 
ä § 3. Wenn der Punkt seine Bewegung in jedem Augenbiieke 

ändert, so kann man die Bewegung, die er in einem Augenblicke liat, 
nicht mehr bestimmen durch den Weg, den er wirklich zurücklegt, 
sondern man muss sich vorstellen, dass der Punkt die Bewegung, 
welche er in jenem Augenblicke hat, während eines gewissen Zeit- 
raums unrerändcrt beibehielte, und dann den Weg, den er unter dieser 
Voraussetzung zuriiekiegen würde, zum Masse der Bewegung benutzen. 
Dies führt zu der folgenden Bestimmung: 

„Die Bewegung, welche ein sich bewogender Punkt in einem 
Augenblicke hat, wird ihrer Richtung und Länge nach gemessen 
durch die Strecke, welche er zurücklegen würde, wenn er seine Be- 
eine Sekunde lang unverändert beibehielte; die Länge dieser 
asst die Geschwindigkeit." 
Anm, Die Bewegung wird also durch ihre Geschwindigkeit und ihre Rich- 
tung bestimmt, und beides muas in den, Begriff der Strecke aufgenommen werden, 
wenn durch sie die Bewegung vollkommen dargestellt werden soll. Dies fübrt bu 
den. folgenden geometrischen Begriffen. 

g 4. „Eine gerade Linie von bestimmter Länge und Richtung 
heisat eine Strecke, das heisst zwei Strecken werden nur dann ein- 
ander gleich gesetzt, wenn sie gleiche Länge und Richtung haben." 

Anm. Im Folgenden sollen überall die Punkte mit grossen, die Strecken 
mit kleinen lateinischen Buchstaben bezeichnet werden, oder die letateren auch 
mit zwei grossen Buchstaben, von denen der erste den Anfangspunkt, der letzte den 
Endpunkt der Steeeke benennt. Die Strecken AB und BA haben zwar gleiche 
Länge, aber entgegengesetzte Richtung und dürfen daher als Strecken nicht ein- 
ander gleich gesetzt werden. Da sie sich wie entgegengesetzte Grössen verhalten, 
so wird man BA = — AB setzen können. Der Begriff der Rewegnng führt zu- 
gleich zm' Addition solcher Strecken, indem nian sich nämlich vorstellt, dass ein 
sich bewegender Punkt nach einander die KU addirenden Strecken zurücklegt; 
dann wird die Strecke, welche der Punkt znröcklegen muss, um ans der ersten 
Lage in die letzte zu gelangen, als Summe der Strecken aufgefasst werden können. 
§ 5. „Strecken addirt man, indem man sie (ohne Aenderung 
ihrer Länge und Kiehtung) stetig, das heisst so aneinanderlegt, dass, 
wo die eine aufhört, die nächstfolgende anfängt; alsdann nennt man 
die Strecke vom Anfangspunkt der ersten bis zum Endpunkte der 
letzten die Summe jener Strecken. Das Subtrahiren einer Strecke be- 
steht darin, dasa man die entgegengesetzte addirt." 

Anm. Wenn also a und b Strecken sind, so erhalt man a -{- b, indem mau 
von beliebigem Anfangspunkte C aus die gerade Liuie CD gleichlang und gleich- 
gerichtet mit a zeichnet, und daran die gerade Linie DE legt, welche mit ö 
gleicMang und gleichgerichtet ist, dann ist GE ^ a -f 6; und « — Ö erbält man 
daraus, indem man ED um sich selbst verlängert bis F; so ist CF = « — ß. 
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Erster Abschnitt, Bewegung eines Punktes, 5 

§ 6. AuB der Greometrie ist bekannt, dass, wenn AB mit Ä^B^^ 
und ebenso BC mit BiC,^ gleich lang and gleichgerichtet sind, auch 
ÄC mit -Äj^Ci gleich lang und gleichgerichtet sein muss, und also die 
Siimme von dem Anfangspunkte, an den man die erste Strecke anlegt, 
ganz unabhängig ist. Aus bekannten Sätzen Tom Parallelogramm folgt 
aber auch, daas für Strecken 

a -^ b = h -\' a 
ist; denn legt man an einen beliebigen Punkt C die Strecke a = CD, 3 
daran h = DE an, so ist CE = a -\-i; legt man aber an C die 
Strecke h = GF an, so ist FE, da CDEF ein Parallelogramm ist, 
gleich lang und gleichgerichtet rait a; also CE zu gleicher Zeit 
=' Ä + <*■ ^snz unmittelbar ergehen sieh die übrigen Gmndformeln 
der Addition und Subtraktion, nämlich 

ß + (& + c) = (fl + 6) + c = a + & + c 

a -]- ö — b = ff 

Da aber aus diesen vier Grundformehi alle Gfesetze der Addition 
und Subtraktion hervorgehen, ao folgt der Satz: 

„Alle Gesetze der Addition und Subtraktion lassen sich auch auf 
Strecken anwenden." 

§ 7. Da femer die Vervielfachung und Theilung beliebiger Grössen 
(das heisst ihre Multiplikation und Division mit einer Zahl) nur auf 
dem Begriffe der Addition und Subtraktion dieser Grössen beruht, 
so folgt: 

„Alle Gesetze der Yervielfachung und Theilung gelten auch für 
Strecken. " 

Anm. Um aa zu construireii, wenn a eine Strecke ■und c eine Zahl bedeutet 
(gleii.li viel ob sie ganz, oder gebrochen oder irrational ist), hat man nach dem 
Ecgiiffe dei Vervielfachung so zu verfahren, dass man von beliebigem Anfanga- 
punktP B eine Strecke BG zieht, welche mit der Strecke a gleichgerichtet oder 
ihr entgegengesetzt gerichtet ist, je nachdem die Zahl « positiv oder negativ ist, 
und deren Lange sich zu der von a verhält, wie der positive Werth von « zu 1. 

§ 8 Um nun die Lage zu bestimmen, die ein sich bewegender 
Punkt P zu jeder Zeit hat, kann man einen behebigen festen Punkt 
zu Hülfe nehmen, und die Strecke OP = p ziehen, deren Anfangs- 
punkt also fest, und deren Endpunkt der sieh bewegende Punkt P ist. 
Diese Strecke nennt mau den Träger oder radius vector des sich be- 
wegenden Punktes. Um nun diesen Träger durch die Zeit ausdrücken 
zu können, hat man auch für die Zeit einen willkürlichen Anfangs- 
punkt anzunehmen. Es sei mit ( die Anzahl der Sekunden bezeichnet, 
die seit diesem Anfangspunkte verflossen sind. Um nun p durch t 
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6 I, Grundriaa aet Mechanik. Programm 1867. 

auszudrileken, ist es das einfachste, p gleiei. einer nach Potenzen von 
t steigenden Potenzreihe, deren Koefficienten Strecken sind, zu setzen. 
Wir wollen diese Gleichung die Ortsgleichung der Bewegung 
nennen. Also: 

„Die Ortsgleichung der Bewegung lässt sieh in der Form 
p =^ a -\- it -\- ct^ -{- ■ ■ ■ 
darstellen, wo a, h, e, . . . unveränderliche Strecken sind, und p der 
Träger des Punktes ist, in welchem der sich bewegende Punkt t Sekunden 
nach dem als Anfangszeit angenommenen Augenblicke angelangt ist," 
Anifl. Wenn jedocli die Gliederzahl dieser Reihe eine unendliche tat, so 
muss man noch (was stets durch die Wahl des Anfangspunktes der Zeit erreicht 
werden kann) die Bedingung erfüllen, dass die Reihe eine ächte sei. Eine Reihe 
ist nämlich eine ächte, wenn sie sich als steigende PoteuEreihe darstellen lässt, 
deren Base kleiner als 1 (aber positiv) ist, und deren Koefficienten endlich sind, 
i das heisst nicht -(■ über eine gewisse GtänBe hinaus wachsen. Denn mit aolchen 
ächten Reihen lassen sich alle Rechnungen nnd Verkmipfnngen vornehmen, wie 
mit einfachen Gfrössen, während dies hei nnäehten Eeihcn nicht gestattet ist*). 
In nneerm Falle also ist die angeführte Reihe für p eine ächte, wenn zum Beispiel 
( (numerisch) kleiner als 1 ist nnd a, b, c, . . . endlich sind, oder wenn ( (nume- 
risch) kleiner als 2 ist, und a, S&, 4c, . . . endlich sind nnd so weiter. 

§ 9. Um nun die Bewegungsgleiehung aus der Ortsgleichung 
(§ 8) abzuleiten, hat mau auf den Begriff der Bewegung (§ 3) zurück- 
zugehen, das heisst die Strecke zu bestimmen, welche der Punkt zurück- 
legen würde, wenn er die Bewegung, die er zur Zeit ( hat, eine 
Sekunde lang unverändert beibehielte. Um diese Strecke u zu finden, 
nehmen wir einen sehr kleinen Zeittheil t an, welcher der w-te Theil 
einer Sekunde sein mag, berechnen dann den Weg FF', den der 
Punkt in der Zeit zwischen t imd t -\-z zurücklegt, nnd nehmen diesen 
Weg n-mal, so erhalten wir um so genauer die Bewegung m, je kleiner 
T angenommen wird, und ganz genau, wenn man zuletzt r verschwinden 
lässt. sei der Anfangspunkt der Träger, P die Lage des sich be- 



*) Die neueren Mathematiker sind von den Rechnungen mit Reihen zurück- 
gekommen, weü sie sieh dadurch häufig in Schwierigkeiten, ja in Widersprüche 
verwickelt sahen, für deren Lösung ihnen die Reihen seihst keine Mittel an die 
Hand au bieten schienen. Der Grund dieser Verwickelungen liegt, wie ich dies 
in meiner Anadehnungalehre von 1863, n. 454 ff. (diese Ausgabe I, 2, S. 303| ange- 
deutet habe, darin, dass man den Begriff der ächten Reibe nicht kannte und 
dafür auf den der gewöhnlichen konvergenten Reihen snrückging. So zum Bei- 
spiel macht, von diesem letateren Begriffe ausgehend, Schlömilch in seiner sonst 
so einsichtsvollon Beurtheilnng meiner Trigonometrie (in der Literatniaeitnng von 
1865, p. 20. 21) gegen meine Entwiokeiung der trigonometriBChen Punktionen in 
Reiben Einwürfe, die er jedenfalls unterdrückt haben würde, wenn er die angeführte 
Stelle meiner Ansdehnungslehre gekannt hätte. 
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■wegenden PimkteB zur Zeit t, P' seine Lage zur Zeit ( -{- r. So ist 

(nach § 8) OP =p == a -\-lt -\- ct^ -] 

()p'^a-\- h{t + t) + c(t + Ty-\- ä{t + t)3 H 

= ffi + Ö (* + t) + c(fä + 2 ;r H ) + (?((ä -1- 3 f^r H ) -f . . . 

= a + U + cf -^df-\ \-x{h + 2ct-\-^dt^-\ ) + xh-, 

wo r wieder eine steigende Potenzreihe von t bedeutet, 

==0P-\- t(6 + 2ct + Zdf -] ) + t'h. 

Schafft man OP nach links herüber, so erhält man auf der linken 

Seite — 0P+ OP', das beisst PO + OP' = PP' (nach § 5). Also ist 

PP'= t(& + 2ct + Sd^ä H ) -i- tV, 

mPP' = nt{h + 2c( + Sf?^ H ) + )«r . -rr. 

Nun ist aber nach der Voraussetzung t = — , also nx = 1, somit 

nPP' = ö + 2cf + 3r?P 4 \-xr. 

Nun steUt aber nPP' nach dem Obigen die Bewegung u dar, wenn 
man r verschwinden lässt, also wird 

M ==& + 2c( + 3(^(1^ H . 6 

Alao: 

„Aus der Ortsgleichung 

p = a + M-{-cf + df-\ 

erhält man die Bewegungsgleiebnng 

u=b + 2ct + 3di'^^ 

dadurch, dass man in der Potenzreihe von t jedes Glied zuerst mit 
dem Exponenten von t multiplicirt, und dai^uf mit t dividirt, und den 
Träger p' zur Zeit t + t findet man 

p' = p -h iiT -\- rz^ 
wo r eine steigende Potenzreihe von r bedeutet." 

§ 10. Man nennt dies Verfahren, wonach man also in einer 
Potenzreihe von t jedes Glied mit dem Exponenten von ( multiplieirt 
und darauf mit t dividirt, differenziiren und das Resultat das Diffe- 
renzial (nach f). Somit können wir den vorhergehenden Satz auch 
so ausdrücken: 

„Man erhält aus der Ortsgleiehung die Beweguugsgleichung, indem 
man die eretere differenziirt," oder: 

„Die Bewegung ist das Differenzial des Trägers." 
§ 11. „Wenn ein Punkt seine Bewegung in gleichen Zeittheilen 
stets um gleiche Strecken ändert, so sagt man, der Punkt habe seine 
; gleiehmässig geändert." 



y Google 



8 I. Grundriss der Mecbacik. Programm 1867. 

Aura, Zu vergleichen ist § 2, Wenn wir aagen, die Bewegung hat sich 
von einem Zeitpunkte zum andern um eine Strecke geändert, so ist das so eu 
verstehen, dass man zu der Bewegung im ersten Zeitpunkte diese Strecke ad- 
diren mnas, um die Bewegung im zweiten Zeitpunkte zu erhalten. 

§ i2. Wenn der Punkt seine Bewegung nielit gleichmässig ändert, 
so kommt es darauf an, das Mass der Aenderung für jeden Augen- 
blick zu bestimmen. Man darf diese Aenderung nicht mehr duiMih die 
ausdrücken, um welche sich während eines Zeitraumes die 
; wirtlich geändert hat; sondern man mi^s sieh vorstellen, 
dasa die Bewegnngaänderung, in welcher der Punkt in jenem Augen- 
hlieke begriffen ist, sich eine Sekunde lang gleichmäss 
und die Strecke, um welche sich unter dieser Voraussetzung i 
wegung ändern würde, zum Masse der Bewegungsändei-ung 1 

„Die Bewegungsänderung, in welcher ein Punkt in einem 
Augenblicke begriffen ist, wird gemessen durch die Strecke, um 
welche sich seine Bewegung ändern würde, wenn er jene Bewegungs- 
änderung eine Sekunde laug gleichm'^sig fortsetzte," 

Änm. Wenn die Bewegung eine geradlinigte ist, so heisst die Bewegungs- 
änderung Beschleunigung oder Verzögerung, je nachdem sie mit der Be- 
wegung gleichgerichtet oder entgegengesetat gerichtet ist, (Vergl. § 3,) 
§ 13. „Wenn 

u = a + bt + ct^ -\- df -\ 

die Bewegung sgleichung ist, so ist 

6 v=b-\-2ct^5äf-\ 

die Aendenmgsgleichung" oder; 

„Die Bewegungsänderung v ist das Differential der Bewegung m.'-' 
„Die Bewegung u' zur Zeit t -^ t findet sich 



wo r eine steigende Potenzreihe von t ist." 

Der Beweis ist ganz entsprechend dem in § 9. In der That, 
wenn die Sekunde in n gleiche Theile getheilt, und ein solcher Theil 
mit t bezeichnet wird, also nr = 1 ist, und wenn dann OQ die Be- 
wegung (m) zur Zeit t darstellt, und OQ' die Bewegung zur Zeit 
t -\- t, so hat sieh während dieser Zeit die Bewegung geändert um die 
Strecke QQ' (weü OQ' = OQ + QQ'). Dann steUt nQQ' um so ge- 
nauer das Mass der Bewegungsänderung für den Zeitpunkt ( dar, je 
kleiner t ist, und ganz genau, wenn man zuletzt t verschwinden lässt. 
Das übrige folgt ganz wie in § 9. 

§ 14. Durch Zusammenfügung von § 9 und § 13 folgt: 

„Aus dem Träger erhalt man die Bewegungsänderung, wenn man 
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die Potenzreilie, welche dem Träger gleichgesetzt ist, differenziirt und 
die 80 erhaltene Potenzreihe zum zweiten Male differenziirt" oder 

„Die Bewegungsänderung ist das zweite Differenzial des Trägers." 
Wenn also der Träger 

p ^ a -\- ht -i- cf -i- di' -\- ef- -^ 

ist, so ist die Bewegungsänderang 

i, = 2c + 3.2.(^; + 4.3.e(«H . 

§ 15. Daraus, daas zwei gleiche Strecken auch gleich bleiben, 

wenn man zu ihnen gleiche Strecken a^dirt, folgen sogleich die Sätze: 

„Weim zwei Punkte zu irgend einer Zeit gleiche Lage und zu 

jeder Zeit gleiche Bewegung haben, so haben sie auch zu jeder Zeit 

gleiche Lage." 

„Wenn zwei Punkte zu irgend einer Zeit gleiche Bewegung und 
zu jeder Zeit gleiche Eewegungsänderung haben, so haben sie auch ixi 
jeder Zeit gleiche Bewegung." 

„Wenn zwei Punkte zu irgend einer Zeit gleiche Lage, imd zu 
irgend einer Zeit gleiche Bewegung, jederzeit aber gleiche 1 
äuderung haben, so haben sie auch zu jeder Zeit gleiche L: 

Anm. Der dritte dieser Sätze ist ans den lieiden ersten z 
Alle drei kann man auch so ausdrücken: Die Lage eines Punktes zu jeder Zeit 
ist bestimmt durcL. die Lage zu irgend einer Zeit und dtrroii die Bewegung KU 
jeder Zeit, nnd die Bewegung zu jeder Zeit dnrct die Bewegung zu irgend einer 
Zeit und durch, die Bewegungsänderung zu jeder Zeit. 

§ 16. Ea sei a der Träger des sich bewegenden Punktes für den 
Zeitpunkt, welcher als Anfangspunkt von t gesetzt ist, das heisst, für 
den ;= ist, und sei 

u^a-\-U-\-el^^ 

filr jede Zeit t (für welche die Reihe noch acht ist); so entsteht die 7 
Aufgabe, den Träger p für diese ganze Zeit zu finden. Nimmt man 
einen Punkt zu Hülfe, dessen Träger p' von demselben Anfangs- 
punkte aus 

^a + ai-\-^hf-^^^cf-\ 

ist, so ist sein Anfangsträger (für i = 0) gleichfalls = k, und seine 
; das Differenzial des Trägers, also (nach § 9) 

= a-f 2-|ö*+3.-|c(^H 

= ö. + öi + c(3 -1 =ti,; 

■ (nach § 15) seine Lage stets dieselbe, wie für den ersten Punkt, 
< auch die Träger beider stets gleich, das heisst 

p ^ p' = a 4- at 4- Ihi^ 4- ict^ -{ . 
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Dasselbe gilt, -wenn k die Anfangsbewegung ist, und statt des Trägers 
p die Bewegung, und statt der Bewegung u die Bewegungsäaderung 
gesetzt wird. Also 

„Wenn a der Anfangsträger (oder die Anfang ab ewegung) und 
u (oder v) = a -\- ht -\- cf -\- ■ ■ ■ 
ist, 80 ist 

P (oder u) = a-\- atA^ \hf -f" i*^'^ + " ■ "i 
das heiast: Man erhält aus der Bewegung den Träger (oder aus der 
Bewegungsänderung die Bewegung), indem man in der Potenzreilie 
Ton t, dureh welche die erstere dargestellt wird, jedes Glied auerst mit 
( multiplicirt, und das so erhaltene Glied mit seinem Exponenten divi- 
dirt, und endlich ein unveränderliches Glied («) hinzufügt." 

Anm, Man nennt dies Verfahren integriren, das Resultat das Inte- 
gral (nach t). 

§ 17. Eine Potenzreihe integriren heisst also jedes Glied zuerst 
mit der Base multiplieiren, und das so erhaltene Glied mit seinem 
Exponenten dividiren, und endlieh ein unveränderliches Glied hinzu- 
fügen. Also; 

„Der Träger ist das Integral der Bewegung, die Bewegung das 
Integral der Bewegunge ander ung." 

§ 18. Hieraus folgt: 

„Der Träger ist das zweite Integral (das Integral des Integrals) 
von der Bewegungsänderung, oder wenn 

v^a-^ht-\-cf-\ 

ist, 80 ist 

D - ,5 + «f + i«(' + ,— 3 *;■+ — »(' + ■.., 

WO ^ der Anfangstr'^er, und « die Anfangsbewegung ist," 

Anm. Die bisher entwickelten Sätze ergahen sich mit Nothwendigkeit ans 
dem Begriffe der Bewegung, Dagegen hednrfen die folgenden drei Gesetze § 20 — 22, 
welche allen Bewegungen in der Matur zu Grunde liegen, zu ihrer Ahleitung der 
Beobachtung dieser Bewegungen. Sie sind in ähnlicher Torrn Euerst von Newton 
in seinem berfllimten Werke: Philoeophiae naturalis principia mathematica 1987 
der gesammten Naturbetrachtung an Grunde gelegt, und finden ihre vollkonunene 
8 Sicherstellung dadurch, dass alle Bewegungen in der Natur, wie verwickelt sie 
auch sein mögen, sich genau nach ihnen regeln. 

§ 19. Erklärung. „Jede Ursache einer Bewegung, welche in 
einem Punkte in der Art ihren Sitz hat, dass der Punkt, wo er sich 
auch befinden mag, Bewegungen hervorruft, welche in der nach ihm 
hin gezogenen geraden Linie liegen, heisst Kraft, der Punkt selbst ein 
Körperpunkt, oder ein materieller Punkt." 

Anm. Wir können den einzelnen Körperpunkt nicht trennen. Alle Natur- 
körper Bind vielmehr Vereine solcher Körperpunkte, wie auch der mathematiache 
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Körper ein Terein mathematisdier Punkte ist. Wir können daier auot aiolit die 
einzelne Kraft trennen, sondern haben es immer mit einem. Vereine von Kräften 
an ttnn. Als annS-hemde Beispiele für solcke aufeinander wirkenden Punkte 
können zwei elektrische Kügdchen dienen, welche sich anziehen, wenn sie ent- 
gegengesetzte Elektrizität haben, sich ahstossen, wenn gleichartige. 

§ 20. Das Beharrungsgesetz (Lex I Newt.). „Jeder Körper- 
punkt, auf den keine Kraft von aussen einwirkt, behält seine Bewegung 
imveranderfc bei." 

Anm. Da man keinen Körperpunkt ¥0n der Einwirkung der ■(ihrigen aua- 
schliesBen kann, so lÜBst sich das GSesetz nicht unmittelbar heohachten. Annähernd 
ergiebt es sich aus den Bewegungen der Himmelskörper, der Fortbewegung des 
Wagenzuges anf wagrechter Eisenbahn, auch wenn der Dampfwagen nicht m.ehc 
arbeitet; aus dem Wurfe, besonders dem Abschiessen einer sich drehenden Spitz- 
kngel; dem Sprunge auf einem sich bewegenden Körper, namentlich auf der sieh 
bewegenden Erde; der Wirkung eines plötzlich anhaltenden oder abfahrenden 
Wagens auf die darin sitzenden. 

§ 21. Das Gesetz der Gegenwirkung (Tergl. Lex III Nowt.). 
„Wenn ein Körperpunkt auf einen andern bewegend wirkt, so wirkt 
auck stets der letztere auf den ersteren bewef^end, und zwar liegen die 
Bewegungen, die sie sieb gegenseitig mittheilen, ä,\ii der Verbindungs- 
linie beider Punkte und sind einander entgegengesetzt gencktet. Wenn 
diese beiden Bewegungen (abgesehen von der entgegengesetzten Richtung) 
gleich gross sind, so sagt man, die beiden Punkte seien an Masse gleich." 
Anm. Für Punkte von ganz gleicher Beschaffenheit lässt sich das Gesetz 
als nothwendig nachweisen. Die Kräfte können anziehende oder abstoasende sein. 
Pur die letztern liefern zwei gleicharHg elektrische Kügelchen ( 



§ 22. Das Mass der Kraft (vergl. Lex II Newt.). „Die Wir- 
kung der Kraft ist Bewegungsänderuag. Die Kraft wird gemessen 
durch die Bewegungaänderung, welche sie einem Körperpunkte, dessen 
Masse gleich 1 gesetzt wird, niittheilt." 

Anm. Die Kraft ist hiemach also als Strecke dargestellt. Wie gross die 
als 1 gPSPtztc Masse sein soll, ist an sich willkürlich, eine nähere Bestimmung 
diruber folgt bei der Bewegung der Körper. In diesem Gesetae ist zugleich das 
Behaxrungsgeaetz {§ 20) mit enthalten. 

§ 23 Gesetz der Addition der Kräfte. „Zwei Kräfte, die 
aut einen Punkt wirken, sind ihrer Summe gleiehwirkend, das heisst 
üben dieselbe Wirkung, wie ihre Summe, wenn sie allein wirkt." 

Die Kräfte sind nach § 22 als Strecken dai^estellt, sie werden 
also addirt nach § 5. Bei zwei Kräften, die nicht in derselben geraden 
Linie liegen, ist diese Summe (nach § 5) f die Diagonale des Parallelo- 
gramms, welches jene Kräfte zu Seiten hat. Es folgt dieser Satz 
aus § 22. Denn stellt man sich vor, dafs beide Kräfte unmittelbar nach 
einander wirken, so bewirlct die erste eine Eewegungsänderung, welche 
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sich ZU der vorhandenea Bewegung addirfc, die i 

ändemng, welche sich zu jener Summe addirt. Statt ( 

nun (nach § 6) die Summe der beiden Bewegungsänderungeu zu der 

ursprünglichen Bewegung addirea, also ist die Wirkung beider Kräfte 

gleich der ihrer Summe. 

Anm. Aucli Newton hat diesen. Sat^ als Zusatz zu dem erwähnten Gesetze 
dargestellt. Durch Versuche beweist man ihn, indem man drei Fäden in einen 
Enoten knüpft, und zwei davon üher Rollen gehen läset und an alle drei Enden 
Gewichte hängt; dann stellen sich die Päden eo, dass, wenn man allen dreien 
Längen gieht, die eich wie die Gewichte verhalten, und jeden auf diese Weise als 
Strecke darstellt, die Summe dieser drei Strecken null ist, also jede der Summe 
der heiden andern entgegengesetzt ist. 



Zweiter Abschnitt. 

Bewegung des Sehwerpuiiktes eines Vereins. 

§ 24. „Wenn ein Verein aus lauter an Masse gleichen Punkten 
besteht, so versteht mau unter dem Schwerpunkte des Vereins deu- 
jen^en Punkt, für welchen die Strecken, die von ihm ans nach den 
Punkten des Vereins gezogen werden, zur Summe Null geben, das 
heisst für den 

SA,-\ \-SÄ„ = 

ist, wenn S der Schwerpunkt des Vereins A^^, . . ., A„, ist." 

Anm. Wenn die Pnnkte des Vereins an Masse ungleich sind, ao kann 
man den Verein doch (genau oder annäherungsweise) dadurch in einen Verein 
maa Bengleicher Punkte verwandeln, daas man in den einzelnen Punkten mehrere 
solcher an Masse gleichet Punkte vereinigt denkt. Es genügt daher, die folgen- 
den Sätze nur für solche Vereine von Punkten, die an Masse gleich eind, su be- 
weisen, und solche Vereine sollen im Folgenden stets vorausgesetzt werden. 

§ 25. Es soll der Schwerpunkt 8 eines Vereins A^, ■ ■ -, A„ ge- 
sucht werden. 

Nach § 24 ist 

SA^^ h Ä^„ = 0. 

Wenn nun P ein beliebiger Punkt ist, so ist (nach § 5) 

SA^ = SP^ FA^, ■ ■ ■, S4, = SP 4- PA„, 
also 

= (ÄP + PA,) H H (S^ + PA) 

= kSP+ (PA, -\ h PA„). 

Also, wenn man nSP auf beiden Seiten subtrahirt, das heisst nPS addirt, 
nPS =-PÄ^-\ J- PA„ 
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ps-;-(PA + -- + p^j. 

Und ebenso findet man aus dieser Oleichung durch das umgekeiii-te 
Verfahren wieder die erste, 

„Man findet den Schwerpunkt eines Vereins von n massengleichen 
Punkten, indem man von einem beliebigen Punkte P nach allen 
Pimkten des Vereins Strecken zieht, diese addirt, und PS gleich dem 
w-ten Theil dieser Summe setzt, so iBt S der Schwerpunkt." 

§ 26. „Jeder Verein hat nur einen Schwerpunkt." IC 

Denn angenommen, er hätte deren zwei, S und Si, so wende man das 
Verfahren von § 25 an, indem man S-^ statt P setzt, so erhält man 

= nSS, + (Si^i H h S^A,;), 

wo aber nach § 24 die eingeschlossene Summe null sein muss, wenn 
Si Schwerpunkt ist; also 

nSS, = 0, ÄSi = 0, 

das heisst, S^ fällt mit S zusammen. 

UebungBaufgahen: Den Schwerpunkt zwischen zwei Punkten Ä und S, den 
zwischen drei Punkten A, B, 0, zwischea drei Punkten A und vier Punkten B, 
Bwischen drei Punkten A, vier Punkten B, fünf Punkten zu finden. Wie kann 
man dabei P wählen, um die bequemste Konstruktion zu erkalten? Welcke plani- 
metrisclien und stereometrischen Sätze ergeben sich, wenn man P beliebig wäMt? 

§ 27. Es soU der Schwerpunkt des Ganzen aus denen seiner 
TheÜe gefunden werden. 

Der eine Theil enthalte die Punkte Äj^, • ■ ■, A^, sein Schwerpunkt 
sei A, der zweite Theü enthalte die Punkte 1?^, ■ ■ ■, B^, sein Schwer- 
punkt sei P, u. s. w.; der Schwerpunkt des ganzen sei B und die An- 
zahl seiner Punkte « + ^ + - ■ ■ sei = «, so hat man naeh § 25 

»PS- (PA + ■ ■ ■ + -P-iJ + (PP, + ■ ■ ■ + PP,) + • ■■ 

Hau setze (nucli § 5) PA^ — PA+AA^,---, PA, — FÄ + AA„ 
PP, _ PP + BB, u. B. w., so erhält man 

«PS - [{FA + AA,) + -- + {FA+ ÄA^-] + 

+ [(PP + BP,) + . . . + (FB + BS,)-] + ■■■ 
- [aFA + (AA, + --- + AA,f] + 

+ IßFB + (BP, + . - . + BB,)J + ■ . .. 

Aber hier sind die Summen AA, -j \-AA^, BP, -\ \- BB^, ■ ■ ■ 

(nach § 24) gleich Knll, weil A, F, ■ • • nach Voraussetzung die Schwer- 
punkte der Vei-eine A^, ■ ■ -, A^; B,, ■ ■ -, B^, ■ - ■ sind, also 
»PS — oP-4 + /iPB H , 
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das lieisst, jS ist der Scliwörpunkt awischeu a Punkten A, ß Punkten 
B n. s, w. Also: 

„Den Schwerpunkt eines Ganzen findet man aus den Schwerpunkten 
seiner Theile, indem man die Masse jedes Theiles in seinem Schwer- 
punkte vereinigt denkt, und zwischen den mit diesen Massen versehenen 
Schwerpunkten der Theile wieder den Schwerpunkt nimmt , so ist 
der letztere zugleich Schwerpunkt des Ganzen. Namentlich liegt der 
Schwerpunkt S zwischen zwei Punkten, Ä und B, welche die M^sen 
ß und ß hahen, so dass A8 : SB ^ ß : a." 

Anm. Hieraus folgt unter Anderm, dass der Schwerpunkt einer begrän^ten 
geraden Linie in ihre Mitte fällt, daas der SehwerpuiLkt einer Dreiecksfläcte im. 
DurehBciinitt der geraden Linien liegt, welcte von den Ecken nach den Mitten 
der Gegenseiten gezogen sind , und also mit dem Schwerpunkte der Ecken zn- 
aammenMlt, femer dass der Schwerpunkt einer Vierecksfläobe in jeder der beiden 
geraden Linien liegt, welche die Schwerpunkte aweier Dreiecke verbindet, in die 
das Viereck durch eine Diagonale zerfällt. 

§ 28. Ea soll der Weg des Schwerpunktes eines Vereins aus den 
Wegen der einzelnen Punkte gefunden werden. 

Es seien Äj^, ■ ■ ■, A^ die Punkte des Vereins, welche sich nach 
den Lagen B^, ■■, B„ hewegen, so stellen die Strecken A^B^, ■ ■ -, A^B„ 
die Wege dar, A sei der Schwerpunkt des Vereins A^, ■ ■ ■, A„, B der 
11 Schwerpunkt des Vereines f B^, ■ ■ -, B„, also die Strecke AB der Weg 
des Schwerpunktes, indem wir hier nämlich unter dem Wege eines 
Punktes stets die Strecke von der ersten Lage des Punktes bis nur 
letzten verstehen. Dann ist (nach § 5) 
A,B^^- + A^B„ = {A^A^AB^BB,)^- + (A^A-{-AB+BB„) 

= nÄB + {A^A-\ \-A^A)-{-{BB,-\ \-BB„). 

Aber die eingeschlossenen Summen sind (nach § 24) null, weil nach 
Voraussetzung A der Schwerpunkt zwischen Aj, ■ ■ ■, A^, B der zwi- 
schen jßi , ■ ■ ■ , iJ„ ist, also 

A^B^ -\ \- A„B„ = nAB, 

oder 

^B=^ (A-Bi H h ^„B„)i 

also: 

„Der Weg des Schwerpunktes eines Vereius ist das Mittel aus 
den Wegen der einzelnen an Masse gleichen Punkte dieses Vereins, 
wenn man nämlich die Wege als Strecken hetrachtefc, und unter dem 
Mittel die durch die Anzahl der Grössen dividirte Summe derselben 
versteht." 

§ 29. Die Schlussfolge im vorigen Paragraphen bleibt noch be- 
stehen, wenn man unter A^B^, A„B„ in dem Sinne von § 3 oder § 12 
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die Bewegungen oder die Bewegungsänderungen versteht, in welchen 
die Punkte A^, ■ ■ ■, ^„ in einem Augenblicke begriffen sind; also: 

„Die Bewegung (oder Bewegungeänderung) des Schwerpunktes 
eiues Vereins ist das Mittel aus den Bewegungen (oder Bewegungs- 
änderungen) der eittzelnen Punkte dieses Vereins." 

§ 30. Es sei die Masse eines jeden der n Punkte A^, ■ ■ ■, A.„ 
gleich 1 angenommen, also die Masse des ganzen Vereines gleich n, 
und seien v^, ■ ■ ■, v„ die Kräfte, welche auf die Punkte A^, ■ ■ -, A„ 
wirken, und A^Bj^, ■ ■ -, A^B^ die Bewegungsänderungen, so ist nach § 22 

i', = ASi, ■■-, v^^AJ}„, 
also 

"i H h "« = AA -\ 1- AK = '*^i' (nach § 28), 

wenn AB die Bewegungsänderung des Schwerpunktes ist, also 

^j}_i(., + .. . + «,)■ 

,J)ie Bewegungsänderuug des Schwerpunktes eines Vereins ist gleich 
der durch die Masse dividirten Summe aller Kräfte, die auf den Verein 
wirken." 

§ 31. Die Kräfte, mit denen eia Punkt des Vereins auf den 
andern wirkt, heiasen innere Kräfte des Vereins. Da nun nach § 21 
die Kraft, mit der zum Beispiel Ä^^ auf A^ wirkt, wenn alle Punkte 
gleiche Masse haben, derjenigen Kraft, mit welcher A^ auf A^ wirkt 
gleich gross, aber entgegengesetzt gerichtet ist, so heben sich alle 
inneren Kräfte bei der Addition auf. Dies auf den TOrigen Satz an- 
gewandt, giebt den Satz: 

„Die Bewegung des Schwerpunktes eines Vereines von Punkten ist 12 
unabhängig von den inneren Kräften des Vereins, und ist dieselbe, als 
ob alle Masse im Schwerpunkte vereinigt wäre, und alle ausseien Kräfte 
auf ihn wirkten, oder (was dasselbe ist) als ob die Maßse des Schwer- 
punktes 1 wäre, und eine Kraft auf ihn wirkte, welche in jedem 
Augenblicke gleich der durch die Masse dividirten Summe aller äusseren 
Kräfte ist." 

Aiim, Bb unterliegt also die Bewegung des Scliwerpunktes eines beliebigen 
Körpers oder VereineB von Körpern gana den Gesetzen der Bewegung eines ein- 
zelaen Kötperpunktes , während die Bewegung der übrigen Pnnkte, wie zum Bei- 
spiel bei einem geworfenen Stabe, eine viel verwickeltere aeic kann. 80 gilt 
alao Bura Beispiel das Beharrungagesetz (§ 30) unmittelbar auch für den Schwer- 
punkt beliebiger Vereine, namentlich wird der Schwerpunkt der ganzen "Welt, da 
es för sie keine änaseren Kräfte giebt, entweder in Rnhe sein, oder seine Be- 
wegung unverändert beibehalten. Das Geseta der Gegenwirkung (§ 21) bedarf für 
die Schwerpunkte zweier aufeinander wirkender Vereine noch besonderen Nachweisea, 
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§ 32. „Wenn zwei Vereine an£ einander wirken, so sind die Ge- 
sammtträffce, mit denen sie auf einander wirken, einander entgegen- 
gesetzt, und also die Bewegungsänderungen, welche sie gegenseitig 
ihren Schwerpunkten mittheilen, entgegensetzt gerichtet und Terhalten 
sich ihrer Crrösse nach umgekehrt wie die Massen." 

Denn es sei A der Schwerpunkt des Vereins Aj^, ■ ■ ■, A^ und B 
der des Vereins S^, ■ ■ -, B„; diese Punkte heider Vereiae mögen einzeln 
genommen die Massen 1, dio Vereine selbst also die Massen « und ß 
hahen; a sei die Bewegungsänderung, welche der zweite Verein dem 
Schwerpunkte (J.) des ersten mittheilt, und h die Bewegungeändening, 
welche umgekehrt der erste Verein dem Schwerpunkte (B) des zweiten 
mittheilt, so ist zu beweisen, dass a:b^ — ß : a. 

Jeder Punkt des zweiten Vereins kann auf jeden Punkt des ersten 
eine Kraft üben, die Summe dieser Kräfte sei s, so ist (nach § 31) 



Die Kräfte, mit denen jeder Punkt des ersten Vereine auf jeden des 
zweiten wirkt, sind den Kräften, mit welchen dieser auf jenen wirkt, 
paarweise entgegengesetzt, indem nämlich (nach § 21) die zwischen 
denselben Punkten (zum Beispiel A^ und B„) wirkenden einander ent- 
gegengesetzt sind; folglich ist auch die Summe der Einwirkungen des 
ersten Vereins auf den zweiten ^ — s, somit (nach § 31) 

also d : 6 == ■ — ß : a. 

Amn.. So zum Beispiel wird nicht tmr ein Stück Eisen vom Magneten ge- 
aogen, sondern aucli der Magnet von dem Stücke Eisen; die beideraeitigeji Be- 
wegungen lialieD entgegengesetzte Hichtnng und yerhaUen sich ihrer Grösse nach 
umgekehrt, wie die Massen. Wenn ein Stein senkrecht in die Höhe geschleudert 
wird, so towegt sich zugleich die Erde nach unten, und wenn der Stein, nach- 
dem er seine grösste Höhe erreicht hat, umkehrt, so kehrt auch die Erde um, 
und heide nähern sich wieder, von einander angezogen; aber die Bewegung der 
Erde ist in dem Verhältniss geringer als ihre Masse grösser ist, wird also gana 
unspürbar sein. 
3 § 33. „Die Kraft, mit welcher sich zwei Köi"per oder Köi-per- 

theUe im Verhältnisse ihrer Massen anziehen, nennen wir Schwere 
(Gravitation)." 

Anm. Die Art, wie diese Kraft von der Entfernung abhängt, soll sp'äterMn 
nachgewiesen, und dort auch die vollständige Eormel für die Wirkung dieser 
Kraft aufgestellt werden. Hier genügt es, za wissen, daaa unter sonst gleichen 
Umständen die Schwere eines Körpei's sich erstens verhält, wie die anziehende 
Masse, und zweitens wie seine eigene Masse, so dass, wenn jene Masse im Ver- 
hältnis 1 ; u wächst, diese im Verhältniss 1 ; ß, dann die Schwere jenes Körpers 
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im Verhältnisse von 1 ; aß wachse. Die Schwere eines Körpers auf uuaerer Erde 
iat die Summe der Kräfte, mit welchen er von allen Körperpirnkteu unserer Erde 
angezogen wird. 

§ 34. „DieBewegußgsänderuag, welche der Scliwerpuaki eines Körpers 
durcii die Schwere erleidet, ist von der Masse jenes Körpers unatihaiigig." 
Denn es seien zwei Körper, deren Massen m und m, sind, imter 
sonst gleichen Umständen durch Schwere gezogen, so yerhalten sich 
(nach § 33) die Schwerkiafie wie die Massen, also wenn mp die 
Schwerkraft ist, durch die dei eiste gezogen wird, so ist m^p die, 
durch welche der zweite gezogen wiid. Aller die BeweguBgsändeiimg 
des Schwerpunktes ist (nach § 30) gleich der gesammten Kraft, divi- 
dirt durch die Masse, also für den ersten Körper mp : m, für den 
zweiten j%p : %, also flir beide ^ p. Daher fallen auf der Erde, ab- 
gesehen vom Luftwiderstande, ungleich schwere Körper mit gleicher 
SchneUigkeifc herunter, wie sich dies besondera deutlich zeigt, wenn 
man die Körper im luftleeren Kaume fallen lässt. 

§ 35. „Setzt man die Bewegung s ander ur^, welche die Schwere 
dem Schwerpunkte eines in der Nähe der Erde hefindhchen Köi^pers 
mittheilt, ^ 2g, und nimmt an, dass bei der zu beti^achtenden Bewegung 
diese Strecke 2g in ihrer Grösse und Richtung ungoändert bleibe, so 
ist die Bewegung des Schwerpunktes 

« _ » + 2st, 
und der Träger des Schwerpunktes 

p = ß + vct-\-gt^, 
wo a die Anfangsbewegung und ß der Anfangsträger ist." 

Denn für die Bewegung des Schwerpunktes gelten (nach § 31) 
dieselben Gesetze, wie für die eines einzehion Körperpimktes; also 
erhält man auch (nach §§ 17, 18) aus der Bewegungsänderung die 
Bewegung durch Integration und den Träger durch zweimahge Inte- 
gi-ation, also aus v = 2g die obigen Gleichungen für ti und p. 

Anm. Die Annahme, dass die Schwere hei der Fortbewegung in Grösse 
nnd Richtung ungeändert bleibe, gilt nur ann'äiiemd, da sie in gröEserer Höhe 
abnimmt, und die Richtung an verschiedenen Orten der Brdoberfläche verschieden 
ist, Himmt man den Anfangspnnkt der Träger im Anfangspunkte der Bewegung 
an, so wird Jer Anfangstiäger ^ ^ 0. Wenn a nrdl oder mit g parallel ist, wird 
die Bahn eine gerade Linie, wenn dagegen a mit g einen Winkel bildet, so ist 
die Bahn eine kmmme Linie, welche man Parabel nennt. Sie lässt sich nach 
der obigen Formel für p unmittelbar konstruieren, denn die einzelnen Punkte 
erhält man dadurch, dass raan in dieser Formel statt t eiazelne Wertke, zum Bei- 
spiel 1, 2, 3, . , . setzt. Wenn a ^ ist, so nennt man die durch die Schwere 
hervorgerufene f Bewegung den Fall, ist a nicht null, so nennt man sie den Wurf. 14 
Die Formel för den Fall der Körper erhält man also, indem ma.n a ^ setzt, 
auch kann maa, wie erwähnt, ß = setzen. 
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§ 36. „Die Formeln für den Fall der Körper sind 
« = 2(,f, 
P-<jf, 
WO p den ganzen Weg bezeichnet." 

§ 37.*) Setzt man in § 36 statt t nacli und nacli die Werblie 
1, 2, 3, 4, 5, ..., 
so erhält man für m nacli und nach die Werthe 
2g, ig, Hg, Sg, 10g, ■ ■ ■ 
und für p 

9> ^9, %j ^^9, 25?, ■■■■ 
Subtrahirt man in dieser letzten Eeilie jedes ölied Ton dem Dächst- 
folgendeH, so erhält man die Wege in den einzelnen Sekunden, diese 
sind a]so nach der Reihe 

g, 'dg, äg, "lg, 9g, ■--. 
Also: 

„Beim Falle verhalten sich die Wege in den einzelnen Sekunden 
wie die angraden Zahlen, die Geschwindigkeiten am Schlüsse der ein- 
zelnen Sekunden wie die geraden Zahlen, die ganzen Wege wie die 
Quadratzahlen, und zwar erhält man die Werihe selbst, wenn, mau 
diese Zahlen mit g, dem Wege in der ersten Sekunde, multiplicirt. 
Durch Beobachtung hat man g (im Mittel) gleich 

lB%-"%-(%)'-~7„ 
preussische Fusb gefunden." 

Anm. I» neueren Werken hat man nach dem Vo:^ange der ftanzösisehen 
Mathematitet diese altbergehraolite Bestimmimg, nach welcter g den Fallraum 
in der ersten Sekunde hezeiclmet, vielfach, dahin abgeändert, dass man unter g 
das Doppelte dieses Falbaiuns, also die Bewegungeänderung verstellt, eineNenemng, 
die nicht zu biUigen ist. Die Grösse des Fallianrns ist auf der Oberwelle der 
Erde nicht überall gleich; der Grund der Ungleicbeit Hegt nicht nur in der 
eUiptiscben Gestalt der Erde, sondern viel mehr in der Umdrelrang der Erde um 
ihre Aie, indem die dadurch bewirkte Schwnngkraft der Sciwerferaft entgegenwirkt. 
§ 38. Aus den Formeln § 36 findet man sogleich; 
„M^ = 4pg, 
wo u die Geschwindigkeit eines von der flöhe p herabgefallenen 
Körpers bezeichnet." 

§ 39. Wenn wir die Strecken, welche in den Formeln von § 35 
vorkommen, auf eine lothreehfce (mit g parallele) gerade Linie, und auf 

*) In den §§ 37^43 sind mehrmals Streolieii und ikce Längen mit den- 
selben Buchstaben bezeichnet. (A. d. H.) 



y Google 



Zweiter Äbaehnitt. Bewegung des Soliwerpuiiktes. 19 

die wagrechte {gegen g senkrechte) Ebene projiciren, so wird jede 
dieser Strecken die Summe ihrer Pi-ojektioneu, also a^ a^-\- «j, 
v, = u^-\- u^y p =Pi -\- Pi, 'w f^i, %) % lothrechte, a^, u^, p^ wage- 
rechte Bichtnag hahen; und setzen wii' dann noch den Anfangsträger 
null, so erhalten wir 

u, + u, = (a, + 2gt) + u, 

indem wir die lothreehten Stücke durch eine Klammer Kusammengefügt 
hahen. In jeder f dieser Gfleichungen müssen die wagrechten Glieder 15 
auf beiden Seiten gleich sein und ebenso die lothreehten (als Katheten 
kongruenter rechtwinkliger Dreiecke). Somit erhält man 

wo Kj der lothrechte Theü der Bewegung des Schwei punkte« 7ui Zeit 0, 
ß^ der wagrechte; % der lothrechte Theil der Bewegung zui Zeit (, 
^ der wagrechte, und wo p^ der lothrechte Thcil des gesammten 
Weges (der Strecke von der ersten bis zur letzten L^e des Sehwei- 
punktes), p^ der wagreehte ist, und nur die Schwere 'Jt/ ala wirkend 
angenommen wird." 

§ 40. Es soU die Weite (e) des Wurfes auf wa^iechtei Ebene 
gesucht werden, wenn die Anfangabewegui^ bekannt ist. 

Es sei c die Anfangsgeschwindigkeit und y der Winkel, welchen 
die Änfar^sbewegung mit ihrer Projektion auf die wagrechte Ebene 
bildet, so findet man für die Einführung in die Formeln § 39 

Kg = c cos ;', Kj = — c sin y, 
wo das negative Zeichen genommen ist, weil a^ mit g entgegengesetzt 
gerichtet ist, femer: 

^'1 = 0, 

Indem nämlich der Köi-per {genauer sein Schwerpunkt) von der 
wagrechten Ebene ausgehen und am Schlüsse seines Weges wieder in 
die wagrechte Ebene zurückkehren soll, so ist Pi = 0, und p^ die Weite 
des Wurfes = e. Somit folgt aus 

die Formel 

^ — c siny .t -\- gf, 
oder 

gC^ = chiuy . t, 

folglich, da i = ausgeschlossen ist, 
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gt ^ c sin y 
od.<a■ 

t ^= c sin y : (/. 

Somit venvandelt sich die Gleichung 



oder da 
ist, in 
Also: 



s y ■t=' c^ sin y cos y : g = c^ .2 siny cos y : 2g, 

2 sin y noBy ^^ sin 2y 
e = e^ sin 2y : 2g. 



„Wenn ein Körper Ton einer wagieehten Eb-'np aus m einei gegen 
diese Ebene unter dem Winkel y geneigten Eiehtung mit der G-e- 
achwindigkeit c emporgeworfen wird, ■^o ist die Entfernung (e) des 
Punktes, in welchem er wieder dieselbe wagrerhte Ebene eiieicht, 

imd die Zeit i, welche er gebraucht, um dies Ziel zu erreichen, 

~" 9 
§ 41. Es aoll in gleichem Falle die grÖsste Höhe (k), die der 
geworfene Körper erreicht, gesucht werden, Der Korper steigt, so 
lange noch u^ negativ ist, er sinkt sobald % positiv wird; er erreicht 
also seine grösste Höhe, wenn Mj = ist. Dies giebt aus u^ = Kj -|- 2gt 
(§ 39) die Formel; = ^ csmy -\- 2gt, also ;! =^ c sin y:2g und 
also (aus g 39) 
LG Pj = tt^t -{- jrf^ = — et sin ;■ + gt^. 

Führt man hier den gefundenen Werth von t ein, so erhalt man 

also 

/* = ^-^, 

ig > 

da man nur den positiven Werth dieser Höhe sucht. Also : 

„Wenn ein Körper in einer Richtung, welche gegen die wagreehte 
Ebene unter dem Winkel y geneigt ist, mit der Geschwindigkeit c 
empor geworfen wird, so ist die grösste Höhe (über der i 
Ebene, von der er ausging), zu der er aufsteigt. 
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und die Zeit, in welclier er diese Hijlie eiTeicht, 
_ csmy „ 
'"■ 23 
Anm. Vergleicht man § 40, ao zeigt sich, daas der Körper zum Steigen 
dieselhe Zeit gehraucht, wie zum Herabsinken bis zu derselben wagrechten Ebene, 
von der er ansging. Die Parabel, welcbe er dabei heBchreibt, stellt sich besonders 
anschaulich dar, wenn man sie von ihrem höchsten Punkte aus konatruirt. Ist 
der Wurf ein lothrechter, so wird 7 = 90", also siny ^ 1, sin2y = ü, und die 
Formeln 7i = c' ; ig, t =^ e : 2g stimmen dann mit den Formeln g 38 und § 36. 
§ 42. Wie TOMss die Wurfbewegang im Anfange gericMet sein, 
wenn ihre Geachwindigkeit (c) bekannt ist, und ein Ziel getroffen 
werden soll, dessen Entfernung e ist, und welches, von dem Anfangs- 
punkte des Wurfes aus betrachtet, sich gegen die wagrecMe Ebene 
um den Winkel Ö erbebt? Man hat, wenn y die obige Bedeutung 
beibehält, für die Einführung in die Gleicbmigen § 39 die Werthe 
«j = — c sin y, «3 = c cos y, 
^j == — e sin d, p^ = e cos d. 
somit -verwandeln sieb die Formeln 



— esia § ^ — camy .t -^ gt^ 




e cos d = c cos y . i. 




Aus der zweiten folgt 




^ c cos y 
Dadurch verwandelt sieb die erste, nachdem man mit i 


•i gehoben hat, 


— sin Ö = ~ " "e°cLT ^ + c'oos'y ' 





COOSy 

also, indem man mit c^eosV mnltiplicirt, und die Glieder mit e^ auf 
die linke Seite gebracht und c* herausgezogen hat, 

c^ (sin y cos y cos ö — eos^ y sin iJ) = ge cos^ S. 
Multiplicirt man die Gleichung mit 2, und bedenkt, dass 

2 sin y cos y = sin 2y, 2 cos* ^ = 1 -|- cos 2y 
ist, so erhält man 

c^ (sin 2y cos S — cos Sj» sin d — - sin S) == 2ge cos* ä, 17 

also 

c^ein(2y — ■ ö) = 2(/e cosM -\- c* sin Ö. 

„Wenn das Geschütz sieb gegen die wagrechte Ebene unter dem 
Winkel y erbebt und das Geschoss die Anfangsgeschwindigkeit c hat, 
das zu treffende Ziel aber vom Standpunkte des GuscbütKes um c ent- 
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femt ist, und sieh das Ziel von diesem Standpunkte aus um den Winkel 
d erhebt, so besteht zwischen diesen Giiössen die Gleichung 
fä sin (2y — Ö) = 2qt co^'8 + c^ sin 8." 

Äi m Wild ö ^ 'io Keiit die Formel g 40 tervor, [wird 3 negativ, so 
liBlirt Biüi da'» Zeicten auf der linken und rechten Seite nm].*) Alle dieae Formeln 
gelten fdr den Wurt m der Lutt nicht mehr genau li der luftwilei stand le 
deutende Ahweidiuiigen hervorruft In gröaserei Bntfemimgen wie aie zum Bei 
apiel die Hunmelskorj er von einander bal cn hat man auf die Vtrinlerung der 
Riciitung und GrÖ5?e dpr ScJiweikiaft Eucksicht zu nehmen um lie Bahnen der 
Hunmelfkorper ahleiten eu können Die Geietae nach denPn tich diese Bahnen 
nimentlich die dei Planeten iichtei sind Bueiat von iepler (um IblO) ent 
deckt worden. 

§ 43. Die Kepler'schen Gesetze dei Planetenbewe^ung "ind folgende 

1) „Der Träger, der von dei Sonne nach dem Planeten ^^ezo^eu 
wird, beschreibt in gleichen Zeiten gleiche Fläehenräume." 

2) „Die Bahnen der Planeten sind Ellipsen, in deren einem Brenn- 
punkte die Sonne steht." 

Die Ellipse ist nämlich die Projektion eines Kreises, and Brenn- 
punkte sind die Punkte, in welchen der gi-össte Durchmesser der 
Ellipse Yon einem Kreise geschnitten wird, dessen Mittelpunkt im End- 
punkte eines kleinsten Halbmessers der Elhpse liegt, und dessen Halb- 
messer gleich dem grössten Halbmesser der Ellipse ist. 

3) „Die Quadrate der Umlaufszeiten yerhalten sich wie die Würfel 
der mittleren Entfernungen von der Sonne." 

Diese mittleren Entfernungen sind zugleich die grÖssten Halb- 
messer der EUipsen, also t^ : r^ = a^ : a^, wenn r und x^ die Umlaufs- 
zeiten zweier Planeten und a und tt^ die grössten Radien der beiden 
Ellipsen sind, in denen sie sich bewegen. 

Anm. Newton hat dieae Gesetze, so wie alle grÖBseren und kleineren Ah- 
weichucgen, welche durch die gleichzeitige Bewegung der Sonne nnd durch die 
Störungen henaehharter Weltkörper bedingt sind, aus den obigen drei Geeetzen 
abgeleitet, indem er nur noch das Gesetz zu Hülfe nahm, dass die Schwerkraft 
abnimmt, wie das Quadrat der Entfernung zunimmt. Von der Art, wie man nach 
Newtons Methode dies Gesetz und dann die übrigen Erscheinungen ableiten kann, 
soll im Folgenden ein Bild gegeben werden. Zunächst soll der erste Kepler'sohe 
Satz in aUgemeinerer Form bewiesen werden. 

§ 44. „Wenn die Ki-aft, welche auf einen sich bewegenden Punkt 
wirkt, stets nach einem festen Punkte hingerichtet ist, so beschreibt 
der von dem letzteren nach dem ersteren gezogene Träger in gleichen 
Zeiten gleiche Flächenräume." 

Es sei M der feste Punkt, P der sich bewegende, und sei die 
Kraft zuerst als eine nur stossweise wirkende angenommen, so nämlich, 

*) Die eingeklammerte Stelle ist unklar ausgedrückt. (A. d. H.) 
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dass die aufemander folgenden StÖsse durcJi gleiche Zeitaäume getrennt 
sind. In irgend einem solclien Zeiträume (r) ■]■ mögo der Punkt P i 
den Weg AB machen. {Fig. 1.} Wenn nun in B keine Kraft wirkte, 
80 würde er (nach § 20) in dem nächst- 
folgenden gleichen Zeiträume (t) eine gleiche ^ ^ ■ ^^ 
(also auch gleichgerichtete) Strecke BC 
zuriieklegen. Nun aei die Kraft, .welche 
in dem Augenblicke, wo der Punkt P in B 
angelangt ist, auf ihn wirkt, so gross, dass 
durch sie, wenn der Punkt nicht schon in 
Bewegung wäre, in dem nächstfolgenden 
Zeiträume der nach M hin gerichtete Weg 

BD zurückgelegt werden würde, so wird vermöge beider Ursachen 
(nach § 23) der Weg BC -\- BD zurückgelegt. Man vollende das 
Parallelogramm DBCE, so ist die Sti-ecke BE^BC-\-BD, also 
BE der wirkliche Weg in dem zweiten Zeiträume. Nun beschreibt 
der Träger in dem ersten Zeiträume den Flächenraum des Dreiecks 
MAB, in dem zweiten, ebenso so grossen Zeiträume, den Flächenraum 
des Dreiecks MBB, beide aber sind dem Flächenraume des Dreiecks 
MBC gleich, da MAB mit MBC gleiche Gnindseite AB=BC und 
gleiche Höhe (das Loth von M auf die gerade Linie AB), und da 
MBB mit MBC gleiche Grundeeite MB und gleiche Höhe (die Ent- 
fernung der beiden Parallelen MB und CB hat. Somit sind auch jene 
ersten beiden Flächenraume gleich. Es beschreibt also der Träger in 
jenen beiden gleichen Zeiträumen, also auch überhaupt in gleichen 
Zeiträumen gleiche Flächenräume. Dies gilt, in wie kurzen Zwisohen- 
Tärnnen auch die Stösse auf einander folgen, also auch, wenn diese 
Stösse unmittelbar auf eiuander folgen, das heisst die Kraft stetig wirkt. 

Änm. Hierhei ist es gleichgiltig, ob P ein KSrperptmkt oder der Schwer- 
pYinlt eines Körpere iat. Wenn der Pnnkl M nicht fest ist, sich aber gleich- 
massig bewegt, so gilt der Satz noch, wenn man statt des Trägers MF einen 
gleichen (also anch gleichgerichteten) Träger M'P' von einem festen Punkte M' 
aus zieht und die von diesem letzteren beschriebenen Piachenräume betrachtet. 
Stellt man sich nun zwei Welttörper vor, welche ungestört von den übrigen sich 
bewegen, so dass also der Verein beider von keiner äusseren Kraft gezogen wird, 
so ist nach @ 31 die BewegungsHjidecung des gemeinschaftlichen SchwerpTinktes 
beider gleich Null; und es kann also dieser Schwerpunkt in dem eben ange- 
gebenen Sinne als feststehend betrachtet werden. Findet nun die gegenseitige 
Anziehung beider in der geraden Linie, welche ihre Schwerpunkte verbindet, 
statt, was bei der grossen Entfernung und der nahe kugeKörmigen Gestalt der 
Himmelskörper in dem Grade genau angenommen werden kann, daas eine Ab- 
weichung davon sich jeder Beobachtung entzieht, so wird, da der gemeinschaft- 
liche Schwerpunkt (nach § 27) auch in dieser Verbindungslinie liegt, die Vorans- 
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setaung imaereB Satzes erfüllt, rm.d also der Ton diesem gemeiascliaftlichea 
Schwerpunkte nach dem Schwerpunkte emes jeden gezogenen Trägers in gleichen 
Zeiten gleiche Eäume beschreiben. 

§ 45. Es soll die Beziehung zwischen der Geschwindigkeit eines 
Punktes und der auf ihn wirkenden, nach einem festen Punkte M ge- 
richteten Kraft gefunden werden, wenn der Punkt P mit gleichförmiger 
Greechwindigkeit einen Kreis um den festen Punkt M beschreiben soll. 
Zunächst stelle man sich statt des Kreises ein regelmässiges Viel- 
eck Yor, dessen Umfang von P mit gleichförmigcT Geschwindigkeit 
durchlaufen wird, und dessen Mittelpunkt M sei. {Fig. 2.} Es seien 
p,^ g AB und BC zwei Seiten des regelmässigen 

^ Vielecks, und sei die Raute ABCD vollendet, 

so hat BD die Richtur^ nach M zu, und das 
Dreieck ABB ist f ähnlich dem Dreieck MAB\ 
verhält sich also BM : AB == AB : BD, das 
I heisst A& t= BM . BD. Damit nun der TJm- 
f^ig des Vielecks mit gleichförmiger Geschwin- 
digkeit durchlaufen werde, mues die Kraft stoss- 
weise wirken. Denn während der Punkt P 
zum Beispiel Yon A nach B gleiehmässig fort- 
1 keine Kraft auf ihn wirken, weil keine Bewegungsänderung 
Es sei etwa r die Zeit, in welcher AB durchlaufen wird. In 
dem Augenblicke, wo er in B angelangt ist, mnss nun eine Kraft wirken, 
vermöge deren er in dem nächsten Zeiträume t statt eines mit AB 
gleichen und gleichgerichteten Weges den Weg BO zurücklegt; da 
nun die Strecke BC =^ AB -{- BD ist, eo muss die Kraft, die in B 
wirkt, so gross sein, dass sie in der Zelt t die Bewegungsänderung 
BD hervorrufen würde. Ist nun t = 1 Sekunde, so ist AB (nach 
§ 3) die Bewegung (Geschwindigkeit), welche der Punkt P in jedem 
Äugenblicke, während er von A nach B sich bewegt, hat, und BD die 
Bewegungsänderung, die er in B erfährt; also da AB^ = BM . BD 
war, so ist die Geschwindigkeit {AB) die mittlere Proportionale zwi- 
schen der Bewegungsändemng (BD) und dem grossen Halbmesser (BM). 
Ist aber t == — Sekunde, so ist die Bewegung (Geschwindigkeit) u 
gleich nAB, und die Aenderung, welche diese Bewegung nAB in 
einer -^- Sekunde erleidet, = nBD, also die Aenderung, welche die 
Bewegung in einer ganzen Sekunde erleiden würde, wenn jene Aende- 
rung sich in der ganzen Sekunde gleiehmässig fortsetzte, »^-mal so 
gross, das heisst n^BD; also u = nAB, v = n^BD, also noch immer 
u^ = v . BM oder = vr, wenn r den grossen Halbmesser des Vielecks 
bezeichnet. Diese Gleichung gilt, wie klein auch die Seiten des regel- 
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i Vielecks 



mösen, also auch, wenn dies in einen Kreis 



übergeht, also; 

„Wenn ein Pnnkt sich in einem Kreisumfange mit gleichförmiger 
Geschwindigkeit bewegen soll, so muss die Kraft nach dem Mittel- 
punkte hingerichtet und die Gresch windigkeit die mittlere Proportionale 
sein zwischen dem Halbmesser des Kreises und der Bewegungsänderung, 
welche durch die Kraft hervorgerufen wird." 

Anm. Setzt msia die Maaae des bewegten Punktes := 1, so kann maJi (nach 
§ t9) statt der Bewegnn^ändermig auch, die Etaft selbst setzen. Wenn die Kraft 
zwsu.- nicht nach dem Mittelpunkte M gerichtet ist, aber sie sieb (nach § 23) in 
zwei Kräfte zerlegen lüsst, von denen die eine in der Riettmig der Tangente 
wirkt, die andere aber nach dem Mittelptinkte M gerichtet ist imd in jedem 
Augenblicke (die Masse des bewegten Punktes 1 gesetzt) die dritte Proportionale 
au dem HalhmesGer und der in diesem Augenblicke stattündenden Geschwindigkeit 
ist, BO wird der Pnnkt P auch in diesem PaOe noch einen Kreis um M be- 
Bchxeihen, votausgesetat, dass seine Bewegung in irgend einem Augenblicke die 
Richtung der Tangente an diesem Kreise hat. Denn die Tangentialkraft Hudert 
nur die Geschwindigkeit, aber nicht die Bahn des Punktes. Also; 

§ 46. „Damit ein Punkt P, dessen Masse 1 ist, eine Kreishahn 
um den Mittelpunkt M beschreibe, ist nothwendig und hinreichend, 
dass er sieh in irgend einem Äugenblicke in der Tangente an dieser 
Bahn bewege, in jedem Augenblicke aber die Projektion ■f (»') der 20 
Kraft auf den ßadius MF die dritte Proportionale sei zu dem Radius 
(»•) und der Geschwindigkeit (u), also r :u=^u:v' sei." 

Anm. Es versteht sich nach dem Früheren, dass der Satz auch gilt, wenn 
P der Schwerpunkt eines Körpers von der Masse m ist, nur dass man dann (nach 
§ 31) statt der Kraft die durch die Masse dividirte Summe aller äusseren Kräfte 
setzen muss. Wir suchen nun nach Newton's Vorgange das Gesetz, nach welchem 
die Kraft sich mit der Entfernung von. dem anziehenden Punkte ändern muss, 
damit der angezogene Punkt eine Ellipse 
beschreibe, in deren einem Brennpunkte der 
anziehende Punkt liegt. (Vergl. Moebins 
in Grelle Bd, 31, S. 174 {Ges. Werke Bd. 4, 
S, 319. 

§ 47, Maa stelle sich vor, dass 
der Punkt P (Fig. 3) sich in einer 
Ellipse bewege, während er von einer 
Kraft gezogen wird, die stets nach 
dem einen Brennpunkte F der Ellipse 
hingerichtet ist. Die Masse des sich 
bewegenden Punktes sei = 1 ange- 
nommen. Die Ellipse ist Projektion 
eines Kreises. Es sei die von P beschriebene Ellipse die (stets 




senkrechte Linien bewirkte) Projektion 



i Kreises, dessen 



durch 
Ebene 
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die Ebene der Ellipse in einer geraden Linie sclineide, in welcher der 
Durehmesaer AB des Ki-eisea und also auch sein Mittelpunkt M liegt. 
Der Neigungswinkel der beiden Ebenen sei ec. Erricbtet man also in 
P ein Lotli auf der Ebene der Ellipse, so geht dies fortwährend durch 
einen Punkt im Umfange jenes Kreises. Dieser Punkt heisse P', so 
dass also P' den Kreiaumfang durchläuft, während P den Umfang der 
Ellipse durch^uft. Fällt man das Loth PQ auf AB nud vollendet 
das Dreieck PQP', so ist auch P'Q auf AB senkrecht und 

also 

(1) PP' = P'Q sin K, QP = P'Q eos a, 

wenn nur die Längen dieser Seiten hetiaLhtet werden. Da bei der 

Projektion alle mit AB parallelen Streiken unverändert bleiben, alle 

zu AB senkrechten ihre Längen im A''eihaltm&se von 1 : cos cc ändern, 

aber zu AB senkrecht bleiben, so verändern sich alle E^chem-änme 

gleichfalls im Verhältnisse von 1 : cos o. Namentlich, wenn -\p der 

Elächenraum ist, den der Träger FP m der Zeiteinheit beschreibt, 

und 1/*^ der, den FP' beschreibt, so ist 

{2) f- p = cos « : 1. 

E^5 sei 71/ -1 m t n If zeichnet, der gegen MA senkrechte (kleinste) 

Hilbmeht>ei dei Ellip-^e, MC sei mit ö bezeiclmet, und das Loth CG'', 

was auf der Ebene dei Elhpse errichtet ist, und den Kreisnmfang in 

C tiifft mit c, wo ibei n, h, e blosse Längen (nicht zugleich die 

Kriehtungen) bezeichnen, so ist in dem rechtwinkligen Dreieck MCC 

(wie oben gezeigt) --C CMC = a 

(3) h = a eos «, e = « sin cc, (i^ -|- e^ = a^. 

Nun liegt (nach § 43, 2) der Brennpunkt F in einem Kreise, der um 
C mit a gesehlagen ist, also ist in dem rechtwinkligen Dreieck CMF, 
MF^ = 0.^ — &^ — 6^ (nach (3)), also 

(4) MF == e. 

Fällt man nun vonPauf P'MdasLoth FD, soistAMBFi^MQP', 
21 also t FD : MF = P'Q : MP', das heisst FD:e = P'Q:a oder 

FD = - P'Q = P'Q sin ß = PP' (nach (1)). 

Also FD = PP'; folglich sind nun auch die rechtwinkligen Dreiecke 
P'DF und FPP' einander kongment, weil sie ausser der gemein- 
schaftlichen Hypotenuse PF auch die gleichen Katheten FD und P'P 
haben, also 

(5) P'D = FP = r, 
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indem wir die Länge dea Trägers FP mit r bezeicimen, und alle diese 
Gleichungen nur auf die Länge der genannten Linien beziehen. Ziehen 
wir nun noch au dem Kreise in P' die Tangente P'E' und machen 
sie gleich lang der Geschwindigkeit u', welche der Punkt F' im Kreise 
hat, so ist der von dem Träger FF' in einer Sekunde hesehiiebene 
Plächenraum, den wir == | f^ gesetzt hatten, 

= ^Ii'F'.F'D = ^Il'F'.r, 
also 

(6) P-u'r. 

Ist nun v' die nach F gerichtete Kraft, mit welcher F' sich bewegt, 
V die nach F gerichtete Kraft, mit welcher F sich bewegt, und h die 
Projektion der ersteren auf F'3I, so ist erstens (nach § 46) 

(7) ii'^ = aki 

femer ist v die Projektion von v' auf die Eheue, und da v die Rich- 
tung von FF, v' die von F'F hat, so verhält sieh 

v:v-=FF:F'F^r:P'F, 
aber auch, da ft die Projektion von v' auf P'D ist, und v' die Richtung 
von F'F hat, ]i:v'=F'D:F'F^r:F'F (nach (5)). In diesen 
beiden Proportionen v iv' ^=^ r : F'F und k:v'=r:F'F sind drei 
entsprechende Glieder gleich, also ist k = v, und die Gleichung (7) 
verwandelt sich in 

(8) «''^av. 

Multiphciren wir diese Gleichung mit r^, und setzen statt mV seinen 
Werth /"^ (aus 6) oder /'^ : cos k (aus 2), so erhalten wir 

(9) (s^) = "*"■"■ 

Setzen wir endlich für cos a seinen Werth & : « aus (3), so wird 
f*a^ : b^ = avr^, oder bezeichnet man 6^ ; a mit p (Parameter der 
Ellipse), so erhält man 

(10) f_l,f.-' od«r v-£,- 

Hier ist ausser der Kraft v nur die Entfernung r des Punktes F vom 
Brennpunkt F der Ellipse veränderlich. Also; 

„Damit ein Punkt F in einer EÜipae sich bewege, in deren einem 
Brennpunkt F der anziehende Punkt sich befinde, ist nothwendig, dass 
die anziehenden Kräfte sich umgekehrt verhalten wie die {Quadrate der) 
Entfernungen dea angezogenen Punktes vom anziehenden; und f zwar muss 2 
dann die Bewegungsänderung (v) jenes Pimktes erhalten werden, indem 
man das Doppelte (f^) des Plächem^aums, den der Träger FF in einer 
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Sekunde l>eschreibt, aufs Quadrat erhelDt, uoi dies Quadrab durch den 
Parameter (p) der Ellipse und durch das Quadrat des Trägers dividirt. 
Und umgekehrt, wenn die Bewegungsäuderung stets diese Grösse und 
die Biehtung von FF hat, und in irgend einem Äugenhlicke P in 
dem Umfange der Ellipse und also in der Richtung der Tangente an 
der Ellipse sich bewegt, so muss der Punkt auch stets im Umfange 
der Ellipse bleiben." 

Anm. Der letzte Tlieil dea Sataea folgt nämlich sogleich aus g 16. Es aeigt 
sich also, daas auot iimgekehrt, wenn die Schwere eich umgekehrt wie dai 
Quadrat der Bntfernung verhält, das zweite Ecpler'sche Gesetz sich als notwendig 
ergieht. 

§ 48. Die Umlaufszeit (t) ist gleich dem ganzen Flächenraum 
der Ellipse, dividirt durch den in der Zeiteinheit von dem Trager be- 
schriebenen Plächenraum. Aus der Beweisführung in § 47 (zu Formel 
(2)) folgt, dass der Inhalt der Ellipse aus dem Inhalt des Kreises, 
dessen Projektion sie ist, erhalten wird, indem man diesen mit dem 
Cosinus des Projektionswinkels multiplieu't. Also wenn man die im 
§ 47 gewählten Bezeichnungen beibehält so ist der Inhalt der EUipse 
= a*w cos « (nach §47, (3)) =ahn, somit wird, wenn \f^ der in 
der Zeiteinheit beschriebene Fläehem-aum ist, 

oder 

aber nach % 47 ist t' = /^ : pr^, also f* = vpr^, somit 



weil p = b^ : a, also 6^ = ap ist. Nun ist die durch die Schwere be- 
wirkte Bewegungsänderang (nach § 34) unabhängig von der bewegten 
Masse, und wenn der anziehende Körper (beim Planetensysteme die 
Sonne) derselbe ist, so wird auch für verachiedene angezogene Körper 
(Planeten) sich 



verhalten, das heisst vr^ ist eine unveränderliche Grösse; diese sei mit 
X bezeichnet, so ist 



Hier sind für die verschiedenen angezogenen Korper nur t und a ver- 
änderlich; somit ergiebt sich auch Aas dritte Kepier'sche Gesetz als 
nothwendig. 

Anm. Wir hahen bei diesen Entwickelnngen % 47 und § 48 angenommen, 
dass der anziehende Körper in dem festen Brennpunkte der Ellipse stände. Dies 
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ist nicht geniu nchhg d'i dei ieite Punkt dei gemeinachaftbolie "Schwerpunkt 
der Sonne und des Planeten ist Wenn die Maeoe des Planeten (i ist die Masse 
dei Sonne als 1 an^srommen eo hegt der gemeinachattlicbp '^(.bwerpunkt (Fj 
dei Sonne |bl nnd des Planeten (P) awischen S und P so, dass die Entfernungen 
beider von i im umgekehrten Verhältniiie ihrer Massen stehen, al30PF:Ffi= I ■.p,, 
also Pr PS = 1 1 + fi f.ich verhält Will man aiso statt PF=r die Ent- 
fernung- PS==!j eml ihren ho hat man r, = r {1 -\- ji) , was dann für v die 
Formel giebt 

Und will man ehenso in § 48 die mittlere Enlifemtmg {a,) des Planeten P von 
der Sonne statt der mittleren Entfernung (a) deaeelben TOn F einführen, so erhält 
man, wenn man genauer vr,^ konstant =^ m, aetat: 

als die genauere Formel, durch, welche das dritte Kepler'sohe Gesetz eine kleine 
Aendening erleidet, da auch [i von einem Planeten amn andern Bich ändert. 

§ 49, Das Gesetz der Schwere (GraYitation) lässt sich, (nach § 33 
and § 47) in der Form darstellen 

, . mnii 

wo k die Kraft ist mit welcher zwei Punkte welche die Massen ni 
nnd ind d E h h hw 

danhii(n dKft d hizhu 

wdnwnihr!\ nndih En n ng g h ) 

m D gs d 11 m mst 

B g rpunkt m E B w .g g 



Dritter Abschnitt. 

riächeiibewegung und Arbeit eines Vereins. 

% 50. Wenn a und b Strecken sind, so "versteht man unter dem 
äusseren Produkte [ah] den F^chenraum des Parallelogramms, dessen 
erste Seite = a und dessen zweite (sich daran anschliessende) Seite 
^ b ist; und zwar werden zwei solche Fläehenraume [a&] und [cd] 
einander gleichgesetzt, wenn sie in parallelen Ebenen liegen, gleichen 
Inhalt haben, und gleichbezeichnet sind, das heisst, die zweite Seite 
(b, d) von der ersten (a, c) aus betrachtet nach derselben (rechten oder 
linken) Seite hin liegt, in jedem andern Falle verschieden. Entgegen- 
gesetzt bezeichnet sind sie, wenn sie zwar in pavaUeleu Ebenen liegen, 
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aber die zweite Seite Ton der ersten ans betrachtet in dem einen 
Parallelogramm nach rechts, in dem andern nach links hin liegt. 
Namentlich ist [ab] = — [fco]. Femer [dt] = 0, wenn a mit b parallel 
ist, also [bh] stets null. 

Anm, Wenn die Strecke a=AB,b = BG, und ^SCZ» ein Parallelogramm 
ist SU ist [a&] m dem aiip'BgelDenen Suuie gleich, dem Inhalte des Parallelo- 
grammes AhGD Diu zweite beite & lii'^ yon der ersten « ans betrachtet nach 
linka wenn man nach links hin ahbiPgen muas um von A übet B nach C zu 
kommen Die das Produkt einschhesaende Klammer ist gewählt, um das Produkt 
von dem algebraiaclien zu unteiacheidpn DaKS die äusseren Produkte gleich sind, 
wenn lire entsprethenden Faitoren gleichp Sti(cken sind, liegt unmittelbar in 
der Erklärung Inwiefern die weiteren Gesetze der äusseren Multiplikation mit 
denen der Algebra über matimmen werden die folgenden zwei Nummera zeigen. 
§ 51 Fui die anbsere Multiplikation gelten die Gesetze 
14 [0(6 + c)] - [oi] + [-»] 

[(!. + c)«] - \ha\ + [»«] 
und zwar ist die erstere Formel, wenn die Fläcbenräume [dö] und [acj 
nicht in einer Ebene liegen, als Erilämng der Summe solcher Flächen- 
räume aufzufassen. 

TJm die erstere Formel für den FaJl, dass a,,h, e m einer Ebene 
liegen, zu beweisen, sei a = Al^, b = BC, c = CD gesetzt. Alsdann 
p.jj j sind drei Fälle zu unterscheiden, je 

I nachdem CD mit AB parallel, oder 
sieh (in der Richtung TOn C nach D) 
von der Linie AS entfernt oder sich 
ihr nähert. Im ersten Falle | Fig. 4 1 ist 
[ac] = (nach § 50), weil a == AB 
mit c = CD parallel ist. Vollendet man dann die Parallelogramme 
ABCE und ABBF, so sind sie von gleicher Qrundseite und Höhe, 
also an Inhalt gleich, aber auch gleichbezeich- 
net, also (nach § 50) gleicbe Flächenräunie. 
Also da ABCE = [a&], ABBF = [a(6 + c)] 
\ay\^iac\ = {ab-\ = \a{l + c)\ 
Im zweiten FaUe {Fig. 5) seien die Parallelo- 
gramme ABCE, ECDF, ABBF vollendet, 
und durch C die Parallele mit BA gezogen, 
die BD in .H" und AF in G schneide, so ist 
\aip-{-c)'\ = ABBF. 
Aber dies Parallelogramm enthält als seine beiden Tbeüe die mit ihm 
gleichbezeichiieten Parallelogramme ABHG und GRBF, ist also 
deren Summe, also 
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= ABHG + GIIBF^ ABCE + ECDF, 
da die entsprechenden Parallelogramme gleicKe Grundseite und Höhe 
und gleiches Zeichen haben, 

= [ab} + {ac\. 
Im dritten Falle It'ig. 6) trifft die von C mit AB gezogene 
Paralleie die Verlängerungen von BD und AF, die Durchscimitts- 
punkte mögen auch hier ff und G 
heissen, so ist 
{a{b + c)}^[AB{BC-\-CD)-] 

= IAB.BD} = ABDF 
= ABHG — FDHG. 
Aber FDSG = FDCE = ^EGDF, 
weil in den letzteren beiden die zweiten 

Seiten (DC und CI)) von den ersten ED und EC aus betrachtet 
nach Terschiedenen Seiten hin liegen, also 

[a{h + c)J = ABHG -f- ECDF = [ab] + [«4 
Somit ist die erste Fonnel allgemein bewiesen*). Aus ihr folgt 
die zweite, indem man in jedem Gliede die Faktoren umtauscht, wobei 
sich (nach § 50) das Zeichen umkehrt, und dann die Gleichung 
mit ( — 1) multiplicirt. So erhält man also aus der erwiesenen Glei- 
chung zuerst 

— [{h + c)a\ = — [ba] - [ca], 
und dann 

[(6 + c)»] = [i»] + [i!»]. 

§ 52. Da zwei Parallelogramme, in denen eine Seite gemein- 
schaftlich ist, und die daran stossenden in denselben graden Linien 
liegen, sich wie diese anstoaaenden Seiten verhalten, so folgt: 

„Statt einen Zahlfaktor einem Faktor des äusseren Produktes bei- 3J 
zufttgen, kann man ihn dem ganzen Prodiikte beifügen"; das heisst 
[k« . b'\ = k[«6] oder [a . ab} = «[ö^.] 

Anm. Die beiden letzten Satae stimmen mit dfnen der Algebra überein, 
nur niuss man sicli hüten, zwei Faktoren umsm^tellen l hne das Zeichen umEukehren. 

§ 53. „Wenn p^, p^, die Tiagei der ah Masse gleich 1 ge- 

setzten Punkte eines Vereines und h^, Mj? ^^^ Bewegungen be- 

zeichnen, in denen diese Punkte m iigend einem Augenblicke begriffen 
sind, so verstehen wir unter der Flächeabewegung (U) die Summe 
der äusseren Produkte der Träger in die Bewegungen, so dass also 

u- ta»,] + [?,»,! + • ■ ■ 

*) Streng genommen ist noch ein weiterer Fall an betrachten, derjenige 
nämlich, wo FD und EC auf entgegengesetsten Seiten von AB liegen. (A. d. H.) 



y Google 



32 I- tärundriss der Meeha.nik. Programm 1807. 

ist. Unter Aendercng der Plächenlieweguiig verstehen wir die 
Grösse Y, welche aus der Fläclienbewegimg TJ auf dieselbe Weise 
hervorgeht, wie die Bewegm^sänderung v eines Punktes aus der Be- 
wegung M desselben, das heisst, wenn JJ die Fläehenbewegung zur 
Zeit i, V die zur Zeit t Ar t imd x = \ Sekunde ist, ao ist «(ü"' — ETj 
um so genauer ^ F, je kleiner x wird, und genau = Y, wenn r ver- 
schwindet." 

Amn. Es beaieM sich also die Flächenljewegung und ihre Aendermig stets 
auf einea bestimmten Punkt 0, der als Anfangspunkt der Träger angenommen 
iät. Wenn die Fläclienbewegung dea Vereins Bieh nicht ändert (also T = ist), 
ao ist die Surame der Plächenräume, welche die Träger bei der Bewegung be- 
schreiben, mrveränderlicli (die Summe derselben in dem Sinne von % 51 genorumen). 
Die Fläotenbewegung und ilire Aendemng sind Hernach Plächenränme (in dem 
Sinne von § 50). 

§ 54. „Die Aenderung der F^chenbeweguug ist für jeden Punkt 
(die Masse jedes Punktes gleich 1 gesetzt) gleicli dem Momente der 
auf ihn wirkenden Kraft, das heisst gleich dem äusseren Produkte des 
Trägers in die Kraft, also = [j)v], und für den ganzen Verein gleich 
dem Geaammtmomente aller Kräfte, das heisst 

y- ta«,] -I- ta-J + ■ ■ •, 

wo ßi, i'2) ■ ■ ■ diö Träger, %, "o^, - ■ • die Kräfte sind." 

Denn Y erhält man aus TJ (nach § 53), indem man statt JJ den 
Werth V setzt, den es eine -^ Sekunde später annimmt, wobei man 
die ^ Sekunde = x setzt, dann niJJ' — V) bestimmt und darin nach 
Anwendung der Gleichung nx = \ den Werth x veischwmden lässt. 
Nim seien p/, M^', p/, %',■■' <ii^ Werthe, in die p^, %, j)^, 1%, ■ ■ ■ 
nach — Sekunde übergegangen sind, so ist 

j]'= [p/V] + [p^X'] H — ■ 

Aber, wenn p' und m' die Werthe sind, in welche jp und m nach der 
Zeit T ^ einer M-tel Sekunde übergehen, so ist (nach § 9 und § 13) 

V,' = u Ar 'vx -\- yx^, 

wo X und y steigende Potenzeihen von t sind, und p der Träger, u die 

26 Bewegüi^, V "f die Bewegungsänderung oder Kraft bezeichnet, also 

[p'„'] - [p»] + [j,«]. + [«»], + Zr', 

WO Z eine steigende Potenzcihe von r ist, also, da [utt] nach § 50 

Null ist, 

[j)'m'1 — [puj = Ipvjz + Zx^ 



und 



ndp'u'] — [puJ) = [pv] + Zx, 
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weil nr = 1 ist. Nun ist 

n{ü'-- ü) = m([j)/V] — [piMiD + «feX'] — [PsMa]) H . 

also nach der eben bewiesenen Formel 

- ([&«.] + Z,.) + (IP,V,] + Z,.) + ■■; 

-te'',] + ta''s] + -- + 2'', 

wenn Z^-^- Z^ -{- ■ ■ -, was wieder eine steigende Poteiuireihe von t ist, 
mit Z' bezeielmet wird. Hieraus wird V erhalten, indem man t ver- 
schwinden iässt, also 

§ 55. „Die Aeuderung der Flächenbewegung eines Vereins ist 
unabhängig von den inneren Kräften des Vereins, sowie auch von 
den auf den Anfangspunkt der Träger wirkenden Kräfte, und gleich 
dem Gesammtmoment aller äusseren Kräfte; die Fläehenbewegung bleibt 
daher ganz unverändert, wenn die Summe { der Momente | der äusseren 
Kräfte Null ist." 

Denn betrachtet man zum Beispiel die zwischen den Punkten A^ 
und A^ (zu denen die Träger p^ und p^ gehören) wirkenden inneren 
Kräfte, also die Kraft k, mit der A^ auf A^ wirkt, und die (nach § 21) 
damit entgegengesetzte Kraft (also — ■ h), mit der A^ auf A^ wirkt, so 
liegen (nach § 21) diese beiden in dei' Verbindungslinie A^A^. Die 
aus diesen zwei Kräften entspringenden Glieder von V sind daher 

!>,*] + [ft(~ *)] - ta''] - Lp,*] - Kn - »)''!■ 

Aber p^ — p^ ist gleich der Strecke A^A^; denn wenn der Anfangs- 
punkt der Träger ist, so ist 

p^ —p^ = OAy — OA, ^A^0-\- OA,^ A,A^, 
also wird die Summe jener aus der gegenseitigen. Einwirkung der 
Punkte jIj und A^ entsprii^enden Glieder gleich Null, weil diese Summe 
= Y-^i-^i ■ '0 ist-i i^*^ '^^^ 1^ i"^ *i^^ Verbindungslinie A^^A^ liegt, und 
daher {^A^A^ . /c] nach § 50 versehwindet. So verschwinden also aus F 
alle inneren Kräfte, ebenso aber auch die auf wirkenden Kräfte, 
weil für sie der Träger, also der eiae Faktor des äusseren Produktes, 
Null wird. 

Aura. Es ist dieeei' Sata von seiir allgememer Bedeutung. El' scliUesat 
unter anderm. nicht nur den ersten Kepler'eohen Sata ein, sondern auch den be- 
rüliinten Satz von der nnveränderliclien Ebene des Sonnensystems, indera. nämlicli 
die Vielfaeben-Summe der von den Trägem der Planeten und der Sonne be- 
schriebenen Fliichenräume, nachdem jeder Pläobenianm noch mit der Masse des 
zugehörigen WeltkÖrpers mnltipliciit ist, die Hälfte der iFiachenbewegung dar- 
stellt, imd diese (abgesehen von ICrat'ten, die etwa voe anderen Sonnensystemen 
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he wi keaj n t un rm. "^at un al 1 h t da h 8 t on unveränderlicter 
C s e un 1 n rand 1 he El ne F d u B g ff d A 1 t zu dem wir unn 
1 e gehen bed irten wo. n h e ne ne n Mult pl k ti n 

§ Ob, „Unter dem inneren Produkte von a mit h, geschrieben 
[a \ &], versteht man das algebraische Produkt von a mit der Pro- 
jektion von h auf a, oder, was dasselbe ist, das algebraische Produkt 
von h mit der Projektion von a auf b." 
1 Anm. Dass beides gleich ist, folgt ans der Aehnlicüeit der dnrolt diese 

Projektionen entstehenden rechtwinkligen Dreiecke; oder noch vollatändiger daraus, 
dass sowoU nach der einen als der andern Erklärung das innere Produkt der 
Sti'ecken a und & gleich dem Produkte der drei Zahlen ist, welche die Längen 
dieaer beiden Strecken und den Cosinus des von ihnen eingeschlossenen Winkels 
darstellen. Es liegt hierin zugleich unmittelbar der folgende Satz. 

§ 57. „Die Paktoren eines inneren Produktes sind vertauschbar, 
das heia st 

[» 1 !>] - P 1 »]." 

§ 58. „Statt mit einer Summe kann man mit den Stücken inner- 
lieh multipliciren und die Produkte addiren, das heisst 

[« I (6 + in _ [. 1 s] + [« I c]. 

Inabesondere wenn man \a | «] der Kürze wegen = a* setzt, so ist 
(„ + 6)>_„i' + 2[«|6] + *'." 

Denn wenn \, q, s^ die Projektionen von h, c,!) -\- c auf a sind, 
ao ist S^ = &i + C^i ^^^ n&ch. der Erklärung 

[«!(* + c)] - «s, - «(6, + «,) _ »(,, + »c, _ [» I S] + [« I c\ 
Der zweite Theil ergiebt sich wie in der Algebra. 

Anm. Die Sätze § 57 und § 58 stimmen mit denen der algebraischen 
Multiplikation; die wesentlichste Abweichimg des inneren Produktes vom alge- 
braischen ist, dass bei jenem [a 1 6] = ist, sobald a auf h senkreht steht, bei 
diesem ah nur Null werden kann, wenn a oder & Null ist, 

§ 59. „Arbeit (L) eines Vereins von Punkten, deren Massen 
gleich 1 sind, heiast die Summe der Quadrate der Geschwindigkeiten 
aller dieser Punkte, das heisat 

L -< + «,■ + ■ ■ ■, 
wenn a^, «^ . . . die Geschwindigkeiten oder (was dasselbe ist) 

= V -4-V4 > 

wenn %, u^ . . . die Bewegungen dieser Punkte sind." 

Anm. Die Bewegung ist nämlich (§ 3) eine Strecke, die Geschwindigkeit 

die Länge dieser Strecke; wenn nun u die Strecke und a ihre Länge ist, so ist 

(nach § 56) m' = a', woraus die Ueberetnstimmung der obigen beiden Gleichungen 

hervorgeht. 

§ 60. Unter der während eines Zeitraums geleisteten Arbeit 

einer Eraft, welche auf einen Punkt von der Masse 1 wirkt, versteht 
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man ersteua, wenn Kraft und Bewegung unTCrändert bleiben, das innere 
Produkt dieser Kraft (/c) mit dem Doppelten des Weges (s), welcben 
der Punkt in diesem Zeiträume durchläuft, also das Produkt 2[k \ s], 
zweitens wenn Kraft oder Bewegung oder beide sich ändern, die Summe, 
die man erhält, wenn man in jedem Ideinsten Theilchen dieses Zeit- 
raumes die Kraft mit dem Doppelten d^ Weges, den der Punkt in 
diesem Zeittheüchen durchläuft, innerlich muttiplicirt und diese Produkte 
addirt; oder genauer: die Aenderung, in welcher die Arbeit der auf den 
Punkt wirkenden Kraft (k) in einem Augenblicke begxiffen ist (wofür 
wir auch der Kürze wegen die augenblickliche Arbeit sagen), ist gleich 
dem doppelten inneren Produkte der Kraft und der Bewegung (m) 
dieses Punktes, also = 2 [/c | u], 

Anm. Die eratere Erklärung ist in der zweiten allgemeineren enthalten 2f 
uud ist hier nur vorangeBtellt, weil es am Bweckmäsaigsten ist, von diesem be- 
sonderen Falle auazugeheu; die beiden Formen der allgemeineren Erklärung 
stimmen vermöge des Begriffea der augenbliekliclierL Aenderung (in g 12) Sbereim, 
■wir ■werden uns jedoch nnr an die letztere Form, als die genauere, halten. Wann 
die Arbeit einer Kraft N'uU oder negativ ist, ergiebt sich sogleicb, aus dem Be- 
griffe; die Arbeit eines Yereins dagegen kann nie negativ sein, und ist nur dann 
Null, -wenn der ganze Verein ruht. 

§ 61. „Die Arbeit eines Vereins ändert sich Ton einer Zeit zur 
andern um die Arbeit aller Kräfte während der Zwischenzeit", insbe- 
sondere: „Die Arbeit eines sich bewegenden Vereins ist gleich der ge- 
sammten Arbeit aller Kräfte, welche ihn aus dem Zustande der Buhe 
in diesen Zustand der Bewegung zu versetzen Tcrmögen." 

Es ist zuerst zu zeigen, dass dies für jeden einzelnen Punkt, dessen 
Masse 1 ist, und für die augenblickliehe Aenderimg zu jeder Zeit gilt. 
Es sei u die Bewegung, v die Bewegungs ander ung eines solchen Punktes 
zur Zeit t, also auch (nach § 22) v die gesammte Kraft, die auf diesen 
Punkt wirkt, so ist die Aenderung, in welcher die Arbeit dieser Kraft 
zu dieser Zeit begriffen ist (nach § 60) 

-2 [«14 

Die Arbeit des Punktes zu dieser Zeit ist u^, die Bewegung zur Zeit 
t ^ r, wo T = — Sekunde, also s*t = 1 ist, sei m', also die Arbeit 
des Pimktes zur Zeit t -\- t gleich u'^, so findet man (nach § 9 und 
§ 13) die Aenderung, in welcher die Arbeit des Punktes zur Zeit t 
begriffen ist, indem man n(ii'^ — w^) entwickelt und darin r ver- 
schwinden Msst. Nun ist (nach § 13) u' = u -\" vr -\- ■ ■ ■, wo die 
folgenden Glieder nur noch höhere Potenzen von t enthalten; also 

«"-(» + «. + ■■■)■- »■-|-2[»l* + At", 
WO die Glieder mit höheren Potenzen durch das Glied A-r^ zusammen- 
gefasst sind. Also ist 

3» 
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also 

„(„'>-„>)_2[«l «] + ;.., 

weil nr ^1 ist. Hieraus folgt (wenn man t Terschwinden lässt), dass 
die Äeudei-ung, iu welcHer die Arbeit des Punktes Kur Zeit r begriffen ist, 

= 2 [m I v], 
also zu jeder Zeit gleich der Äenderung sei, in welcher die Arbeit 
der Kraft in demselben Zeitpunkte begriffen ist, also muss auch in 
jedem Zeiträume die Äenderung der ersteren gleich der Äenderung der 
letzteren sein, und zwar für jeden Punkt, also auch für alle insge- 
eammt, das heisst für den ganzen Verein. 

Anm. Was hier Arbeit eines Vereins genannt iat, wird gewötniich mit 
dem verwirrenden Namen „lebendige Kraft" bezeichnet, und die Arbeit der Kräfte 
wird in der Regel halb so gtoaa angeuommen, als es von uas geschehen ist. Bei 
imeeter Betrachtungsweise ist Arbeit des Vereins und Arbeitsleistung aller Kräfte, 
die ihn aua dem Zustande der Ruhe in diesen Zustand der Bewegung geführt 
haben, wie eben gezeigt, stets gleich. Einen blonderen Fall unseres Satzes 
bildet zum Beispiel die Gleichung g 38, 

§ 62. „Die Arbeit, welche die zwischen zwei Punkten P und Q 
!9 wirtenden -f inneren Kräfte bei beliebiger Bewegung jener Punkte 
leisten, ist stets dieselbe, als ob der eine Punkt (P) unveränderte Lage 
(etwa in a) behielte, der andere (Q) aber sich in einer und derselben 
geraden Linie so bewegte, dass er itt jedem Ängeublicke von « den- 
selben Abstand hat wie Q von P." 

Es mögen die Punkte P und Q zur Zeit t in Wirklichkeit die 
Lagen A und ß, zur Zeit f -]- t (wo t ^ —) die Lagen A' und P'; 
die entsprechenden auf der geraden Linie sich bewegenden Punkte zur 
Zeit t die Lagen k und ß, zur Zeit i -j- t die L^en a und ß' haben, 
und die Massen der Punkte gleich 1 angenommen werden. Es ist 
also nach der Annahme AS mit <xß und A'Ji' mit aß' gleich lang. 
Femer seien zur Zeit t die Bewegungen, in welchen A, ß, ß begriffen 
sind, beziehlich u^, u^, %, und sei % ^ m^ mit u bezeichnet, femer 
sei AB mit c, aß mit y bezeichnet, wo y und m^ als Zahlen betrachtet 
werden können, da sie in. einer festen geraden Linie liegen. Die Kräfte, 
mit denen Punkte von der Masse 1 auf einander wirken, liegen (nach 
% 21) in der Verbindungslinie beider Punkte und sind einander ent- 
gegengesetzt. Also können wir die Kraft, mit der A auf ß wirkt, mit 
Ic bezeichnen, wo X eine Zahl ist; dann ist die Kraft, mit der B auf 
A wirkt, — ic, und die, mit der a auf ß wirkt, ly (da bei gleicher 
Entfernung die Kraft dieselbe ist). Dann ist die Arbeit der : 
Kräfte zur Zeit t im ersten Falle (nach § 60) 

- 2l[o 1 «,1 - 2A [c I »,] ~2X[c\ (.% - «,)1 _ 2J[t | «], 
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im zweiten Falle ^= 2lyu^, also ist nur zu zeigen, dass [c | it] = yw, 
ist. Nun ist vorausgesetzt, dass AB mit aß, A'B' mit aß' gleicli 
lang, also 

sei. Es ist aber (nach § 5) 

A'B' = A'A + ^£ + B:ß' = ^-ß + {BB' — AA), 
aber .B.B' (nach § 9) = ti^x + ■ ■ ■, AA' = u^x + ■ ■ ■, wo die höheren 
Potenzen von t weggelassen sind, also 

AB- - c + («, - «,) , + ..._ + »T + .. ., 
also 
[X£T_[c + at + -..]'-»" + 2[e|,.]. + ..- = ?' + 2[cj«], + .... 
Femer aus gleichem Grunde 

(.(!•)' - (r + (i(iT = (r + »1« + ■ ■ 0' -v' + -i-iv + ■ ■ ■■ 

Diese Werthe in die obige Gleiehvmg eingesetzt giebt 

/ + 2[c I m]t -i y^ -f 2i'Wjr H , 

oder auf beiden Seiten y^ subtrahirt, mit 2 gehoben und die hohereu 
Potenzen von x auf die rechte Seite geschafft, 
[c I w]r =^ yv^t -|- f^T^, 
■wo fi eine steigende Potenzreihe von % bedeutet. Dies mit n multi- 
plicirt giebt, da wt = 1 ist, [c | %%\ ^ )■% -|- jit. Dies gilt für jeden 
Werth von t, also auch wenn % verschwindet. Somit ist [e | mJ = yw, 
also nach dem Obigen die Arbeit stets gleich. 

Anm. Stellt man aict hub vor, der Punkt P sei fest in A, imd der Punkt 
g bewege sich in einer festen, durch P gezogenen geraden Linie, und awar so, 
dasG er ku einer gewissen Zeit sich in B befinde nnd in einer apätereß Zeit 
wieder in die Lage B KurQckkehre, so folgt sogleicli, dass die Arbeit, f welche 30 
die Kwischeu P und § wirkenden inneren Eräfte wahrend der Zwischenzeit ge- 
leistet haben, null sein muss; denn hat sieb der Punkt § von B Mb entfernt, 
und er kehrt nnn von C nach B zurück, so leisten die inneren Kräfte jefcet genau 
die entgegengeaetzte Arbeit wie vorher, da jedesmal, wenn er dabei in eine frühere 
Lage atirüokkehrt, die Kraft dieselbe, der W^ aber der entgegengesetzte wird; 
es bebt sich also die znerst geleistete Arbeit gegen die zuletat geleistete auf; 
aJao ist die Arbeit der inneren Eräfte während der ganzen Zwischenzeit, in 
welclier der Punkt §, von Jß auagekend, wieder nach S Burückkebrt, null, 
Daaaelbe gilt nun nach dem obigen Satze, auch wenn sich die Punkte P und Q 
beliebig bewegen, wenn sie nur Buletzt in dieselbe Entfernung zurückkehren, die 
sie ^u Anfang hatten, also auch für die inneren Eräfte eines beliebigen Vereines, 
wenn nur zuletzt je zwei Punkte des Vereins wieder denselben Abstand baben, 
wie zuerst. Daraus folgt der Satz : 

§ 63. „Wenn ein Verein zn zwei verschiedenen Zeiten insofern 
denselben Zustand hat, als zn der einen Zeit der gegenseitige Abstand 
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je zweier Punkte des Vereins derselbe ist wie zur andern, so muss die 
von den inneren Kräften in der Zwischenzeit geleistete geaammte 
Arbeit gleich NuU sein," 

Anm. Hieraus folgt, daes keine Maschine selhatändig Arbeit leisten kann 
(zum Beispiel keine WasBermühle das Wasser, was die Eäder treiht, allein in die 
Höhe pumpen kann), ja, daas die Maschine auch nicht einmal diejenigen Hinder- 
nisse, welche der Erhaltung ihrer Bewegung entgegenstehen, aelbständig zu über- 
winden yermag (perpetnum mobüe). Auf der andern Seite gielit ea Erscheinungen, 
welche mit dem erwiesenen Gesetze in "Widerspruch au stehen acheinen. Wenn 
zum Beispiel ein Pendel auf der Erde sich bewegt, so sollte es, sobald es wieder 
in dieselbe (zum Beispiel yertikale) Lage kommt, auch stets wieder dieselbe Arbeit 
leisten, das heiast mit derselben Geschwindigkeit schwingen, wenn es nicht etwa 
seine Arbeit an andere Körper übertragen hat; aber auch wenn es im luftleeren 
Kaume schwingt, hört die Bewegung und also auch die Arbeit des Pendels auf, 
und zwar durch die Reibung auf der harten Unterlage, auf der die Schneide des 
Pendels schwingt. Die äusserst geringe Abnutzung der Schneide und ihrer Unter- 
lage reicht nicht im mindesten aus, um diesen Verlust an Arbeit zu erklären. Es 
muas Tielmehr angenommen werden, dass dabei Bewegungen eintreten, die uns 
als solche verborgen sind, Bewegungen von der Art, dass die bewegten Kürper- 
theile genau die Arbeit verrichten, welche scheinbar verloren gegangen ist. Nun 
hat man gefunden, dass bei solchem scheinbaren Verluste an Arbeit jedesmal 
Wärme entsteht, und zwar stets gleich viel Wärme, wenn der Verlust an Arbeit 
derselbe ist, mögen auch die Umstände, unter denen dieser Verlust stattfindet, 
noch so verschieden sein. Hieraus hat man den sehr berechtigten Schluss ge- 
zogen, dass die Wärme in nichts anderem bestehe als in Bewegungen der kleiasten 
Theile des erwärmten Eörpers, nai dass die hierbei geleistete Arbeit das Maass 
der Wärme sei. Die Richtigkeit dieses Schlusses bestätigt sich dadurch, dass 
raan auch im Stande ist (wie bei der Dampfmaschine) durch die Wärme Be- 
wegungen hervorzurufen, und dass hierbei stets, durch welche Hälfsmittel man 
auch die Wärme zur Arbeitsleistung benutzen mag, stets genau so viel Arbeit 
hervorgerufen wird, als dem dabei stattfindenden Verlust an Warme entspricht. 
Zusatz.*) 1) Es sei ß der Träger eines Punktes, q seine Länge, 
u die Geschwindigkeit nach Grosse und Richtung. Wenn dann p über- 
geht ia p -{- tir -^ ■ ■ • , so gehe q über in p'. Dann ist 
i,-S_[y + „, +...]• 



d^er 

nnd weiter 



-?'(i + ,UpI»J» + --), 
c'-c + v [?!«]' + • ■■ 



?'" — 9" + »S>" 'Ip I »]« + • 
Dabei gehe M über in u'; dann ist 



*) Nach einem beaonderen Manuseript. (A. d. H.) 
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Daher 

»"-»' + 2[»l'']' + -- 
Ist nun stets u^ =^ a^"{-\- ß\, wo «{und ß] von der Zeit unabhüngig, 
so ninss aucH u'^ ^ ati'"{-\- ß] sein, daher 

2[„l„], + ..._„p.->[j,l „], + ... 
und 

[« I (2» - «»s."-'j,)] - 0, 
also*) 

das heisst die Kraft ist eine Centralbraft und ihre Grösse ist 



2) Man liann dieses Resultat benutKen, um aus den Kepler'scben 
Gesetzen den Äusdiuck für die Kraft abzuleiten. 

Ist, wie in § 47, jp der Flächenraum, den der Träger FF in der 
Zeiteinheit beschreiht, so ist 

f = (u)q sin a, 
wenn 6 der Winkel der Tangente in P mit dem Brennstrahl FP ist 
und (m) die Grösse von u bezeichnet. Nach der Eigenschaft der Ellipse 
ist aber 2ß der Nebenwinkel zu dem Winkel FFF', wo F' der zweite 
Brennpunkt ist und daher hat man (mit Hülfe ( 



wenn F'F mit pj bezeichnet ist. Somit folgt 

Nach dem vorhin gefundenen Resultat wird also die Kraft 

- ^^' P 

— &»" " e=" ' 

ist also nach dem Brennpunkt gerichtet und hat die Grösse 



*) Dieser ScMuss ist nicht ganz boreohtigt, (A, d. H.) 
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Vierter Absclinitt. 
Bewegung fester Körper. 

§ 64. „Vollkommen fest nennen -wir einen Körper, dessen Punkte 
einen unveränderlielien Abstand haben." 
1 Zwar giebt es in der Hatnr keinen vollltommen festen Körper, aber donaoch 

miiBBen die für vollkommen feste Körper nothTrendigen Gesetze auch iür jeden 
in der Natur vorhandenen Körper nm so vollkommener gelten, je geringfügiger 
die Veränderungen aind, welche die gegenseitigen Abatände seiner Punkte hei 
der Bewegung erleiden. Die Betrachtung dieser Veränderungen bleibt in diesem 
Abschnitte ausgeschlossen, 

§ 65. „Wenn ein Punkt eines festen Körpers nnbewegKcli ist, 
so kann der Körper sich in jedem Augenblicke nur um eine durch 
diesen Punkt gehende Axe drehen, und seine Bewegung wird genau 
bestimmt sein, wenn die Lage dieser Ase und die Dreliungsge seh windig- 
keit K, das heisst die Geschwindigkeit eines Punktes, dessen Entfernung 
von der Ase einen Puss betrat, bestimmt ist. Die Pläehenbewegung 
(7 des Körpers findet sich dann 

P_.(V + --- + Sä)-«5', 
wenu bi, ■ ■ ■, ^^ die Lothc bezeichnen, welche von den Körperpunkten 
(deren Massen = 1 angenommen sind) auf die Axe gefällt werden; 
mau uennt T ^ hj^' -\- • ■ ■ -\- h^ die Trägheit des Körpers bei seiner 
Drehung um jene Axe. Wenn ö^ das Mittel zwischen b^^, ■ - ■, ?»,n ist, 
so mag b der (zu jener Aie gehörige) Scbwingungsradius des Körpers 
heiseen, so dass also 

T=b,^-\ \-bl==mh^ 

ist" 

Der Beweis bPi hiei nui angedeutet Ei leipn Ä,, ■ ■ die Punkte, 
B^A,^ 6j die Lothe auf die duioh gehende Axe OB, =^ a^, ■ ■ ■ . Ferner 

seien c, gleich lang rmt Ei, abei senkrecht zu ihnen und zur Ase, und 

!war nach der Drehung^seite hm so smd aoj, die Bewegungen der Punkte; 

die Tr^er von O am amd OB, + B, J, =- «j + ö, , und so weiter. Also ist 
(nach Si -il) 

rf= «[O, + b,ic,] + - «[»,..] + + «[&,e,] + ■ ... 
Die eisteie Summe atellt emen duiLh die Axe gehenden FlSchenraum dar, die 
ktateie einen dagegen senkrechten, die erstere bumme musa, da die Drehung um 
lene Axp erfolgen ^oll Null oem also 

tf_«[6,e,]+ +«['.,'.,] 
Jeder der m Klammem gesehloagenen Flichenraume ist ein Quadrat, ihre Inhalte 
sind also fi,*, , i>^, also 
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§ 66. „Wenn a und h die Schwingungsradien eines Eörpera in 
Beang auf zwei parallele Äsen, Ton denen die eretere durch den 
Schwerpunkt geht, bezeichnen, und c das Loth vom Schwerpunkte 
auf die zweite Axe ist, so iat 

fi* ^ fl^ -j- cV 

A^, ■ ■ -, A^ seien die einfachen Körperpunkte, A ihr Schwerpunkt, 
AO ^ c das Loth auf die aweite Äse. Von A^, ■ ■ ■, A,^ seien die 
Lothe auf heide Äsen gefällt, die Pusspunkte auf der ersten Axe seien 
'B^,--,B^, auf der zweiten Cy, ■ ■ •, C^, und seien B-^^A^ mit a^, 
ji^Ci mit &j bezeichnet und so weiter, so ist (nach § 65) 

mS'- s/ H h V. -(« + «,)' H h (t + «„)' - 

- «»' + 2[» I (o, H h «.)] + '»«'■ 

Aber die eingeschlossene Summe ist YCrmöge § 34 null, also mit m 
gehoben b^ = <? -^ a^. 

Nach § 54 iat die Aenderimg der FlSLchenbewegung gleich dem Gesammt- 
moraente aller äusseren Kräfte. So würde man, wenn man diese Kräfte nnd 
also auch ihr GeBammtmoment kennte, die t Aendemng der Flächenbewegung 32 
erhalten, aus ihr dann durch Integriren die Flächenbewegung Belbst, und daraus 
nach g 66 die Bewegung des festen Körpers um seinen unbeweglichen Punkt. 
Nimmt man als diesen Punkt den Scliwerpunkt an, so hat man die Drehung des 
Körpers um seinen Sdiwerpunkt, tmd da man nach Abscknitt 11 anch. die Be- 
wegung des Schwerpunktes finden kann, so kann man schliesslich die ganze Be- 
wegung des Körpers anf die Weise ableiten. Allein die Ausführung dieses Ver- 
fahrens stösst überall auf grosse Schwierigkeiten, nnd wir beschränken ans daher 
auf die einfachstem Fälle. Dabei setzen wir als Einheit des Gewichtes (das heisat 
der Schwere eines Körpers) das Pfund ^ y^ Kilogramm. 

§ 67. „Wenn ein Körper, der um einen Punkt drehbar ist, 
nur Ton der Schwere gezogen wird (Pendel), so ist das Gesammt- 
moment der Schwere dasselbe, als ob die ganze Masse im Schwerpunkt 
vereinigt wäre, nämlich = 2mgc sin (p, wo m die Masse des Körpers, 
c die Länge von OA und tp der Winkel ist, den OA mit der Rich- 
kmg der Schwerkraft (2(;) bildet." 

Denn das Moment M ist (nach % 54), wenn A^, ■ ■ ■, ^,„ die ein- 
fachen Köi-perpunkte sind, 

-[0A,.-2gi + --- + l_0A„,.-is]~ 
_ 2[{0Ä + AÄM + ■■■ + Zl(OA + AAM - 
_ 2m[0A.g] + liAA, + ■■■ + AAJg]. 

Die eingeschlossene Summe ist nach § 24 NuU, also M = 2m\0A.(j]. 
Aber [OA.g] ist der Pläehenraum des Parallelogramms, in welchem 
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die Seiten c und g den Winkel q> einscliliesBen, also = cg sin 55, 
ilf = 2mgc sin <p. 

§ 68. „Die dureli die Schwere bewirkte Bewegung eines I 
(Pendels) um eine wagereehte Äse ist dieselbe, als ob der Körper nur 
ans einem schweren Punkte bestäode, den man den Sehwingungspunkt 
nennt, und dessen Lage man durch folgende Zeichnung erhält: Man 
fälle Yom Schwerpunkte A des Körpers ein Loth A auf die Drehnngs- 
axe, errichte auf OA das Loth AB gleich dem zum Schwerpunkte 
gehörigen Schwingungsradius a (§ 66), und auf OS <las Loth BG, 
welches OA in C schneidet, so ist C der Schwingungspunkt. Aus 
dieser Zeichnung folgt, dass wenn die Drehungsase durch C geht, 
der Schwingungspunkt ist (Beyersioiispendel)." 

Sacli § 54 ist die AeGdemug der Pläckeiibewegung für jeden einfaolien 
Punkt gleich dem äusseren Produkt des Trägers ia die Bewegungaänderung 
des Punktes; daraue folgt genau wie in g 65 die Aenderung V der Flächen- 
bewegung =iP(&^ä_| h&m)' ™^"" P '^^^ Aenderung der Drehungegeschwindig- 
keit hezejchnet, also V = ßmh* = pmj(c' + a*). Aher nach § 56 ist F gleich 
dem Gesammtmomente der äusseren Ki^fte, also (nach | 67) = 2nige sin tp; also 
ß(c^ -j- a*) =^ ige sin qi. Besteht der Körper nur aus einem schweren Punkte, 
dessen Entfernung von der Drehui^saxe l ist, so ist fär ihn der zuni Schwer- 
pnnkte gehörige Schwingnngstadius Null, also für ihn ßl =^ 2g sin tp. Beide 
Ausdrücke sind identisch, wenn i = (c' 4- a') ; c ist, worans die obige Kon- 
struktion folgt, 

§ 69. „Die Dauer T der ganzen Schwingung (hin und zurück) 
eines Pendels ist 

^=2.y5(: + (.)-» + G;:)V+g:l:f »■ + ...)]. 

wo l die Entfernung (OP) des S eh wingungsp unkte s (P) von der Axe, 
a = sin^ i ß und a der Winkel ist, den 
OP in seiner höchsten Lage mit der 
senkrechten bildet." 

Damit dei schwierige Beweis gelinge, kann 
man P (Fig 7) auf eine durch seine tiefste 
Lage Ä gehende senkrechte Linie projiciren 
und znndchst die Offschwindigkeit m dieser Pro- 
jektion Q bp^timmeii und dann die Linie zwischen 
Ä und der höchsten Lage B dieses Punktes Q 
zum Dnrchmesier eines Kreises machen, welcher 
PQ m fi schneide Bezeichnet man dann SQ 
I mit e, den zum Bogen SA gehörigen Centri- 
wmkel mit 3 und »m'^AOP mit x, so lasat 
J_j 'iii'h die Zeit t, welche der Schwingungspunkt 
gebrautht nm \on Ä nach P zu gelangen, in 
1 t = y^ — qB darstellen, m welcher y eine Zahl und R eine steigende 
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Pot nzr h on t ) Indem man. dann h eraus entw lielt un l m t dem 

gef nlen Ausdru ke fir u vergle cht beatimmen a h sdmnitl li Ko ffi enteii 
von S unl 1 t t ) uni T wird dann = 4jiy — D Ee he t pme e hte 
und schon wenn a ^ 5 st 1 efert das e te Obed e ne AnnBien ng de 
noch lit um leaaelben on äem wah a'Vt th ab cht 4iin he unc 

we se kann man also qT = 2n l setz n — Bebt mm ng- n jr L nge i.ea 
Sekund npendels 

,^ e ( e t f ^alk aft (Fliehkraft) las hc sst die K aft mit 
der sich jeder einfache Punkt eines um eine Axe sich drehenden Kör- 
pers Ton dieser Ase zu entfernen strebt, ist gleich dem Quadrate der 
Giesch-windigkeit dieses Punktes, dividirt durch seine Entfernung yon 
der Axe. 

Beweis aus g 45. — Centrifugalkraft auf der Erde; ihi' Einflnaa auf den Fall, 
das Pendel und anf die Geatalt der Erde, 

§ 71. „Wenn der Schwerpunkt eines Körpers gezwungen ist, sieh 
auf schräger, aber geradlinigter Bahn zu bewegen, so sind die Gesetze, 
nach denen er sich, von der Schwere gezogen, bewegt, dieselben wie 
für den Fall der Körper, nur dass man ^ sin a statt g zu setzen hat, 
wenn K den Neigungswinkel der Bahn bezeichnet, namentlich ist seine 
Geschwindigkeit stets dieselbe, als ob er von gleicher Höhe senkrecht 
herabgefaUen wäre; und letzteres gilt auch bei beliebiger Bahn." 

Der Beweis erfolgt dvireh Zerlegung der Schwerkraft in eine gegen die Bahn 
lothrechte und eine damit parallele Kraft. 

§ 72. Wenn ein Körper auf einen andern stÖsst, so wirken in 
der Zeit, wo sie sich berühren, vermöge des Stosses zwischen beiden 
nur innere Kräfte, welche auf der gemeinschaftlichen Berührungsebene 
senkrecht stehen. Wenn jeder der beiden Körper elastisch ist, das 
heisst nach dem Stosse wieder denselben Zustand (denselben gegenseitigen 
Abstand seiner Theile) wie vor dem Stosse hat, so folgt aus § 63, 
dass die Arbeit dieser inneren Kräfte während der Berührungszeit nuU 
ist, also die gesammte Arbeit beider Körper nach dem Stosse dieselbe 
sein muss wie vor demselben. 

Hieraus folgen alle Gesetze für den Stoae elastischer Körper, aofem man 
nur die Bewegung der Schwerpunkte (nicht aucb die Drehung beim sogenannten 
excentrisotieji Stosse) betrachtet. 

§ 73. Wenn ein Körper mit der Schwerpunktsbewegung m auf 
einen andern mit der Schwerpunktsbewegung m^ stösst, and u — % 
auf das Loth projicirt wird, welches auf der gemeinschaftlichen Be- 
ruhrungsebene der beiden auf einander stossenden Körper errichtet ist, 
und diese Projektion mit v bezeichnet wird, so wird die Schwerpunkts- 
bewegung nach dem Stosse 

*) Setat man x = a ain^q), so wird ü = Sqi, 2^ =- la, sin 2qp, (A. d. H.) 
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für den ersten und 

für den zweiten Körper. 
l Der Beweis folgt aus § 72. — Gerader, ecliiefer Stosa. — Formeln für gleiche 

Massen. — Segeln, Bewegung der Windmnlilflügel. 

§ 74. Die MaBchine kann die beiden Faktoren der Arbeit (Kraft 
nnd Weg) nur in umgekehrtem Verhältnisse ändern. 

Denn ihr Produkt, das heisst die Arbeit aelbBt, mnsB (nach § 63) bei 
jeder periodischen Bewegung derj Maschine unverändert bleihen. Die wich- 
tigsten einfachen Maschinen, welche jene Faktoren ändern, sind: Hebel, Bad 
an der Welie, "Winde, Bolle, Flaschenzug, Potona'olle, Differenzrolle, Keil, 
Schraube, Knie. 

§ 75. In ibrer gleicbförinigen Arbeit wird die Maschine erhalten 
durch daa Schwungrad, hei welchem die grössten Massen nach dem 
Umfange zu gehäuft sind. 

Es wird also auf das Schwungrad ein möglichst grosser Theil der Arbeit 
übertragen, der sich dann bei der Bewegung au erhalten sucht, 

§ 76. Errichten wir auf eine] kxf neben emandei zwei parallele 
Lothe und verbinden ihre Endpimkte und lassen daa so entstehende 
Viereck um die Ase roEen, so heisse dei dadurch entstehende Koipei 
ein ßad (Kreiarad). Der Winkel, den dit Äxe mit der gegenüber 
Hegenden Seite des Vierecke bildet hei&se Winkel des Eades Eine 
kreisförmige Bewegung wird Ton emei Ase ani die audeie ubcitiagen 
durch Hader, die sich berühren und deren Winkel zusammen gleich 
dem Winkel der Axen sind. 

Zähne; Stemrad, Kronrad, Kegelrad, Uebertragung durch Eiemen, Kotteii, 
Schnüre, 

§ 77. Maschinenann heisst die Verbindung zweier Stangen, von 
denen eine um eine feste Axe rollt, die andere um eine mit jener 
parallele an dem Ende der ersten Stange befestigte Axe rollt, und an 
ihrem eignen Ende eine mit jenen Axen parallele Durchbohrung (die 
Hand) hat. Wenn die Hände zweier Arme zwei nicht parallele Axen 
eines Körpers ergreifen, so bewegt sich dieser geradlinigt. 

Diese 1853 von Sarmt*) angegebene Methode der Vei-wandlung der ki'eis- 
förmigen Bewegung in geradlinigte (und umgekehrt) verdient allgemeine Bin- 
i'ilbruag. Sie beruht auf dem Satze, daae sich zwei Ebenen in gerader Linie 
schneiden, 

§ 78. Damit ein Theil der Maschine eine beliebige vorgeschriebene 
Bahn in vertikaler Ebene mit vorgeschriebener Geschwindigkeit be- 

*) Comptes Rend, SXXVI. Seite ll2,i, (A, d. H.) 
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schreibe, genügt, ihn zur Hand eines Annes zu machen, dessen obere 
Stange (Termittelst eines aeitUchen Stiftes) auf dem (nicht kreisförmigen) 
Umfange einea aieh drehenden Rades und dessen untere Starke ebenso 
auf einer festen Bahn ruht. 

Gestalt des Eadea und der Bahn etMlt man, wenn man znerat die Hand 
des Maachinenacmea auf die vorgeschriebene Art führt und die beiden Stifte 
mit einem abfärbenden Stoffe versieht, dann beaohreibt der erste auf der vor ibm 
sich drehenden Scheibe, der andere auf der festen die verlangten Gestalten. — 
Wahl des Mittelpunktes des rollenden Rades. — Elastische Pedem. — Bewegung 
in andern Ebenen, im Räume. 
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IL Die Meclianik 
nact den Principien der Ausdehnungsielire. 



Von 
H. Orassmaun in Stettin. 



(MatkematiscteAunalenBd, 12, Hefta, S. 232 — 2 iO, ausgegeben am 9. 8. 1877, Leipzig.) 

Ea giebt wohl kaum ein Gebiet, auf welchem sieb die TJnentbehr- 
liehkeit des in meiner Ausdehnungslebre (von 1844 und 1862) dar- 
gestellten Kalküls so schlagend erwiese wie in der Mechanik. Man 
kann sagen, jeder einfache mechanische Begriff sei zugleich ein ein- 
facher Verknüpfungsbegriff jenes Kalküls. Und in der That hat aicb 
mir diese ganze Rechnungsmetbode, nachdem nur einmal die erste Idee 
derselben erfasst war, an der Hand der Mechanik am schnellsten und 
frucbtreichsten weiter entwickelt. 

Die Methoden, welche ich in diesem Aufsätze verwende, und die 
GHeichuDgen, zu denen icb durch sie gelange, habe ich (abgesehen Ton 
der hier und da geänderten Bezeichnung) ohne Ausnahme schon in 
einer Arbeit über die Theorie der Ebbe und Flut, welche ich zu Pfingsten 
1840 als Prüfungsarbeit bei der wissenschaftlieben Prüfungskommission 
in Berlin eingereicht habe, dargelegt. Nur weniges davon ist in meine 
Ausdehnungslebre von 1844 übei^egangen. Die neueren Lehrbücher 
und die Aufsätae über Mechanik, namentlich auch G. Kircbboff's Vor- 
lesungen (1875, 1876) zeigen mir, dass die Darstellung dieser Methoden 
noch heute ebenso förderlieh sein werde, als sie es vor 37 Jahren ge- 
wesen wäre, wenn ich damals zu ihrer Veröffentlichung Zeit und Ge- 
legenheit gefunden hätte. In einem späteren Aufsatze denke ich dann 
die bauptsächlichstMi der hier noch nicht berührten Probleme der 
Mechanik durch neue, gleichfalls der Ausdehnungslebre entnommene 
Metboden zu lösen.*) 

■) Zur AuBfühnmg dieser Arbeit ist GrasBiaann nicht mebr gekommen. (A. d. H.) 
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§ 1. Begriffe und Gesetze der Ausdelimingalehre, die hier benutzt 
werden sollen. 
Der Deutlichkeit wegen gebe ich hier eine üebersicht über den 
Kalkül, so weit er in diesem Aufsatze zur Anwendung kommen soll, 
Terweiae aber in Bezug auf die nähere Begründung auf meine Aua- 
dehnungslehren von 1844 und 1862, welche ich im Folgenden mit %^ 
und Slg hezeichne. Ich lege den Begriff der Strecke zu Grunde. 223 
Ich verstehe darunter eine begrenzte gerade Linie von bestimmter 
Länge und Eichtung, das heisst, ich setze zwei Strecken ab solche dann 
und nur dann gleich, wenn sie gleich lang und gleiehgeriehtet sind. 
Strecken werden addiit, indem man sie stetig aneinander legt, dann 
ist die Strecke vom Anfangspunkt der ersten zum Endpunkt der letzten 
ihre Summe (%, § 15—18, % Nr. 220). Die Subtraktion führt auf 
die Addition zurück, da man statt eine von dem Punkte A nach B 
gehende Strecke au aubtraiiiren, die von B nach Ä gehende addiren 
kann. Der Begriff der Vervielfachung oder Theilung durch eine 
Zahl ergiebt sich aus dem allgemeinen Begriffe dieser Verknüpfungen 
unmittelbai". D^s füT alle diese Verknüpfungen die gewöhnlichen 
Rechnungsgesetze derselben vollständig gelten, ist in der Ausdehnunga- 
lehre bewiesen. 

Das äussere Produkt der Strecken a und b, geschrieben [a&], 
wird formell dadurch definirt, dasa erstens wie bei jedem Produkt die 
Beziehimg zur Addition gilt, das heisst 

und 

[(o + 6)c]-M + [i,»] 

ist, und zweitens das äussere Produkt gleicher Strecken null ist, 

[aa\ = 0, 

begrifflich aber dadurch, dass wenn a die Strecke von dem Punkt A 
nach B, h die Strecke von B nach C oder von A nach I) ist, dann 
\ah] der Flächenraum des Parallelogramme ABCI) ist, und zwai- 
in dem Sinne, dass zwei Flächenräume als solche dann und nar dann 
gleich sind, wenn sie in parallelen Ebenen liegen, gleichen Inhalt 
haben und der Umfang in beiden nach derselben Seite (rechts oder 
links) hin umBuft (91, § 28—30, 37, % Nr. 239 ff { bes. Nr. 254 } ). Die 
Addition der Flächenräume, auch wenn sie nicht in parallelen Ebenen 
liegen, ist durch die Formel 

[«(.] + [«»]-[»((. + »)] 
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vollkommen bestimmt. Aus der Formel 

[{« + i)(. + S)]-0 
ej^ebt sich sogleich das /.weite \¥ichtige Gesetz der Ü-usseren Multi- 
plikation, i^nilicb 

[ah-] = — Iha]. 

Das äussere Produkt dreier Strecken a, b, e oder eines Flächen- 
raums [aft| und einer Strecke c, wird formell dadurch definirt, dase 

[«&6] = 
und also auch 

\ahc\ = — [fflc&] 

ist, begrifflich bei gehöriger Zeichenbestimmung als Inhalt eines Spates 
(Parallelepipedons), was a, b, c zu aneinander stosseuden Seiten hat. Es 
wird null, wenn die drei Strecken in einer Ebene hegen. Femer ist 

[abc] = [6c«] = [ca&] [«c&] [cfc«] = — \hac\. 

(3t, §37, \ Nr. 240 ff.) 

Unter dem inueren Produkte [a \ h] zweier Strecken a und h, 
deren Längen a und 6 sind, und die den Winkel /. ah einsehliessen, 
verstehe ich das Produtt 

\a ] h\ = at) cos L o-b, 
und für [a \ a\ schreibe ich der Kürze wegen o? und nenne dies das 
innere Quadrat der Strecke a (^ Seite XI, 91^ Nr. 145). Ich will den 
Verein dreier Strecken %, e^, 63, die zu einander senkrecht sind, und 
deren Länge und deren äusseres Produkt [^16263] gleich Eias sind, 
224 einen Normalverein nennen. Die f Gesetze der inneren Multipli- 
kation ergeben sich dann unmittelbar aus dem Begriff; namentlich 
[o t S] - p I «]; 

[» I 6] - 0, 
wenn a auf 6 senkrecht; 

wenn Q die Länge von «, 

\a, I b] = 016,-1-0262 + 0363, 

a = üi% -|- ü^e^ -\- %e^, 

h = 6,ej + \e^ + 6.,aj 
ist und e,, e^, e^ einen Nonnalverein bilden. Will man eine Einheit 
eines Normalvereins als Vielfachen summe von den Einheiten eines 
andern ausdrücken, so ergeben sich die Koefficienten unmittelbar als 
innere Produkte dieser letzteren drei Einheiten in die erstgenannte, 
zum Beispiel 
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In der That, setzt man 

so erhält mim durch innere Multiplikation mit e^ unmittelbar [e^ \ s^] = w, 
^ [^a I *i]i [*B 1 ^i] ^ ^^^ *i^= 1 i^*' '"^'^ ebenso 

[«1 1 %1 = y, 

also 

«i-h, l«J«t + [«i !«.]•. + fe!«.]s.. 

E-, hat nicht die genngaten Schwierigkeiten, ilie duich dienen 
Kalkül eihaltenen ftleichungeii m algebraische Gleit-hungen zu ver 
wdudeln Mau hat dann nur ein beheb ige a Kooidinatensystem zu 
Grunde äu legen, aut den diei Kooidinatenaxen diei Stiecken e^ f^, ^, 
anzuuehmfu nnd jede m einer Gleichung voikoraiupude Stitcke aK 
Vieltachensummt von Cj, Cg, e^, also m der Foim 

und jeden darin vorkommenden Fläcbenraum in der Form 

darzustellen, wobei die Zahlen a^, 0^, Og die Koordinaten dort der 
Strecke, liier des Flächenrauma heissen mögen, so erhält man schliess- 
lich Gleichungen, in welchen entweder gar keine geometrischen Grossen 
mehr vorkommeö, oder welche in den Formen 

oder 

erscheinen, wo die S nur Funktionen der Koordinaten sind. Aus jeder 
aolchen Gleichung entspringen dann die drei Gleichvmgeai 
53^ = 0, SSj = 0, ^3 = 0. 

Für das Differentiiren und Integriren reichen die gewöhnhchen 
Definitionen aus. In der Mechanik kommen als unabhängige Ver- 
änderliche ausser der Zeit t nur Raumgrössen vor. Es ist äusserst be- 
quem hiemach die Differentiale verschieden zu bezeichnen. Ich be- 
zeichne den DifEerentialquotienten nach der Zeit, wobei nur diejenigen 
Grössen als konstant betrachtet werden, welche ausdrücklich als in der 
Zeit sich nicht ändernd festgesetzt sind, mit S, sodass, wenn zum Bei- 
spiel die Strecke x in einer echten iteüie (Stj Nr. 454), 

(K = öo + «1* -j- Ögt^ -|- ■ . . 
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dargestellt ist, in welcher «„, «;, Hg ■ ■ ■ Strecken sind, die sich in der 
Zeit nicht ändern, 

Sx = a^-{-2a,i'\ 

ist. 

Dagegen bezeichne ich die Differentiale Ton Funktionen i-äum- 
licLer Grössen, bei welchen die Zeit als konstant gesetzt wird, im All- 
gemeinen mit d. Auch der Begriff der partiellen Differentialquotienten 
der Funktionen räumlielier Grössen lässt sich (wie es in 2lg Nr. 436 ff. 
geschehen ist) genau ebenso feststellen, wie für die Funktionen alge- 
braischer Grossen. Doch wähle ich den zwar etwas umständlicheren, 
325 aber, wie f ich glaube, den Lesern leichter zugänghehen Weg der 
Reduktion auf partielle Differentialquotienten von Funktionen alge- 
braischer Grössen. Ich lege einen Normalverein Cj, e^, e^ zu Grunde 
und drücke die Strecken x, y, ■ • ■, von denen eine algebraische Funk- 
tion f abhängen soll, iti Koordinaten durch die Strecken jenes Vereins 
aus, nämlich 

SO wird f eine Funktion dieser Koordinaten a^, x^, u. s. w. Sind 
nun -^, -pT— u. s. w. die zu dem Verein sämmtlieher Koordinaten 
gehörigen partiellen Differentialquotienten (9!g Nr. 436), so verstehe 
ich unter dem partiellen Differentialquotienten von f nach der Strecke x, 
geschrieben ;;— f, die Strecke 

Es folgt hieraus sogleich, dass 

\~f\dx\ = i^ äx, ^P^äx,^ P dx, 

sei. Es bleiVit aber nun zu zeigen, dass -^ f, dessen Begriff hier an 
den Nonnalverein e^, e^, e^ geknüpft war, ganz unverändert bleibt, 
wenn man statt des letzteren einen beliebigen andern Normalverein 
%) %i *s ^^ Grunde legt. Es sei 

also 

Multiplicirt man diese Gleichung innerlich mit e^, so erhält man 
", - Uh 1 "J + U', I e,l + lafe I ',}, 
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in die Werthe für x^ und %, indem man 
j setzt. Somit wird 



■ dx^ Hi "^ die^ 91. 

-IJhKl + sIhKl + IJhl.J. 

und hieraus erhält man i=rr- , -Frr > indem man Eo «nd e, statt £, setzt 
, . , Pia ' ogs' ^ ^ ^ 

also wird 

+ ^ (k I ^1^1 + [% I ^]^. + Ih I ^]£.) + 

+ g ([% 1 e.1% + Vh 1 e,]% + [B, 1 e«]%) = 
_ 9if . df ,dl 

nach dem für die Umwandlung der Normalvereine erwiesenen Satze, 2i 
das heisat der Werth des partiellen DifFerentialquotienfeen ^f ist un- 
abhängig von dem zu Gninde gelegten Normalvereine. 



§ 2. Grundgesetz der Meoiiaiiik. 
Wenn x die Strecke bezeichnet, die von einem festen Punkte nach 
dem aicb bewegenden Punkte gezogen ist, ao ist unmittelbar klar, dase 
Sx die Geschwindigkeit dieses Punktes ihrer Grösse und Rielitung 
nach, und S^x in gleicher Weise die Beschleunigung oder Bewegui^- 
änderung desselben darstellt*). Nach dem Beharrungsgesetz mufs jede 
Aenderung in der Bewegung eines materiellen Punktes einer auf ihn 
einwirkenden Ursache zugesehrieben werden. Es sei die Einwirkung 
dieser Ursache gleich der Strecke p, so haben wir die Gleichung 
(1) ö^x = p. 

*) Koch einfacher wäre es, m unmittelhar als den sich bewegenden Punkt 
zu setzen. Doch verspane ich dies auf einen späteren Aufsatz, in welchem die 
Rechnung mit Punkten dargestellt werden soll. 
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Ist zum Beispie! diese Einwirkung konstant gleich der Strecke g, so 
erhalten wir durch Integration der Gleichung 

d^x = g 
unmittelbar 

dx='C-\- gt, 

wo c eine willkürliche konstante Strecke (die Anfangsgeschwindigkeit) 
ist, und durch ahemialige Inbegi-ation 

X = i -\- et -\- jgt^, 
wo i abermals eine konstante Strecke (der Änfangswerth von x) ist. 
Diese Gleichungen enthalten die gewöhnlichen Wui-fgesetze in allge- 
meinster Form. 

Das eogenannfce Gesetz vom Parallelogramm dei Kiafte laast iich 
so ansdracken: Wenn die Einwirkungen mehrerer Ursachen auf den 
Punkt X einzeln genommen gleich den Strecken p^, ß^, smd, so lat 
die gleichzeitige Einwirkung p aller jener Ursachen gleich der Summe 
dieser Strecken, 

y=A+i'aH ■ 

Es gilt 'also die Gleichung (1) auch noch, wenn p die Summe aller 
Einwirkungen ist, welche verschiedene Ursachen gleichzeitig auf den 
bewegten Punkt üben. 

Einfache Kraft nenne ich eine Ursache, welche in einem mate- 
riellen Punkte in der Art ihren Sita hat, dass die Einwirkung dieser 
Ursache auf einen andern materiellen Punkt nur von der gegenseitigen 
Lage dieser Punkte abhängt, hingegen von dem umgebenden Räume 
gana unabhängig ist. Wenn also ein materieller Punkt Ä auf einen 
andern B die Einwirkung BC übt, und man die Figur ABC beliebig 
im Räume nach A^B^C-^ verlegt, so aber, dass ABC kongruent mit 
Ä^B^C^ bleibt, so muss B^^G^ die Einwirkung von A^ auf B^ bleihen. 
Hieraus folgt, dass BC in der unendlichen geraden Linie AB hegen 
327 muss. t Denn wäre dies nicht der Fall, sondern bildeten A, B, C ein 
Dreieck, und man drehte dies um die Axe AB um beliebigen Winkel 
in die Lage ABC^, so müsste A auf B die Einwirkung BC^ üben, 
was mit der Einwirkung BG in Widerspruch ist, also kann die Kraft 
nur anziehend oder abstossend wirken. Aber noch mehr, wenn die 
Punkte A und B von ganz gleicher Beschaffenheit sind, so muss man 
auch A mit B vertauschen können, ohne die Wirkung zu ändern. 
Ueht nun A auf B die (anziehende oder abstossende) Wirkung BC, 
und man dreht ABC um den Mittelpunkt von AB in die Lage A^B^, 
so dass J-i auf B und B^ auf A fällt, und sei Cj der Punkt, auf den 
dann G fällt, so muss B-^G^, das heisst AG-^, nicht bloss als Einwirkung 
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des Punktes Ä^ auf B^, sondern auch des Punktes B auf A aufgefaast 
werden können, das lieiast die Einwirkung muss gegenseitig und die 
beiden Einwirkungen müssen einander entgegengesetzt gleich sein. 
Auch kann die Gh-össe dieser Einwirkungen, wenn die materiellen 
Punkte dieselbe Beschaffenlieit beibehalten, nur eine Funktion der 
gegenseitigen Entfernung sein*). Wenn nun A und B zwar nicht 
ganz gleiche Beschaffenheit haben, aber doch A auf B die entgegen- 
gesetzt gleiche Wirkung übt wie B auf A, so nennen wir A und B 
an Masse gleich. Welche Masse wir als Einheit der Massen zu Grunde 
legen, ist an sich gleichgültig. Nachdem aber diese Einheit festgesetzt 
ist, so setzen wir die Kraft der Beschleun^ung gleich, welche sie der 
Masse 1 mittheilt. Daher können wir in der Grleichung (1) den End- 
punkt von X als einen Punkt yon der Masse 1 setzen und p als die 
Kraft oder als die Summe der Kräfte, die auf ihn wirken. In diesem 
Sinne können wir die Gleichung (1) als die Gmndgleichung der 
Mechanik setzen. 



§ 3. Bewegung eines freibewegliohen Vereins materieller Funkte. 
Ich unterscheide innere und äussere Kräfte in Bezug auf den 
Verein. Innere Kräfte sind solche, mit denen ein Punkt des Vereins 
auf einen andern Punkt desselben Vereins wirkt, äussere die übrigen. 
Ich nehme zuerst aUe Punkte des Vereins als you gleicher Masse und 
zwar von der Masse 1 an. Nun seien x^, ■ ■ ■ x^ die Ton dem festen 
Punkte nach den beweglichen Punkten des Vereins gezogenen Strecken, 
Pj^ die Summe aller Kräfte, die auf den ersten Punkt wirken, u. s. w., 
so hat man nach (1) die m Gleichungen 

diese addirt geben 

8^x^-\ H 8^x^=p^ H |-i>m- 

Die inneren Kräfte, da sie paarweise eni^egengesetzt gleich sind, heben 
sieh bei der Addition weg, folglich können wir hier p^, ■ ■ ■ p^ als 22 
äussere Kräfte betrachten. Nun sei s die Strecke, die von dem festen 
Punkte nach dem Schwerpunkte des Vereins gezogen ist, und j/^, ■■■ ;/„, 
die Strecken, die von dem Schwerpunkt nach den Punkten des Vereins 
gezogen sind, so ist nach der Definition des Schwerpunktes 

Nun ist aber 



■') Es liegt hierin schon, dass ich die KrÜfte, mit welchen die in elektrischen 
Strömen bewegten Blektricitäteii wirken, nicht für einfache Kräfte halten kann. 
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worin zugleich die Konstruktion des Schwerpunktes hegt, also 

d^x, -\ h ö^^„, = 6''{x, -\ h xj = mÖ's, 

uad so erhält man aus obiger Gleichung 



wo p die Srnnme aller äusseren Kräfte und m die Ms^ae des Vereins ist. 
Dies ist die Gleichung der Bewegung des Schwerpunktes. 
Sie kann uns augleieh als Gleichung für die Bewegung eines Punktes 
von der Maase m gelten und wir könnten von nun an auch Punkte 
von angleicher Masse annehmen, doch behalten wir der Einfachheit 
wegen, ohne an Allgemeinheit etwas einzubüssen, auch jetzt Punkte 
von der Masse 1 bei Fuhien wir in die Gleichung für die Bewegung 
des ersten Punktes statt x^ seinen Werth s + y^, statt i5^a:^ also 
d^s -\- d^jfi und statt d^s den aus (2) gefundenen Werth ein, so er- 
halten wir 
(3) S%=p,~-l^p, ■■■, ähj^ = p^ — ~-p 

als Gleichungen für die relativen Bewegungen eines beliebigen Vereins 
in. Bezug auf den Schwerpunkt des Vereins. 
Multiplicirt man die Gleichung 

ä^x^ = p^ 
äusserlich mit x^, so erhält man links 

dies ist aber das Zeitdifferential von 

da bei der Differentiation das andere Glied 

[Sx^dXi] 
nach den Gesetzen der äusseren Multiplikation Null ist. Also erhält man 

d[Xj^dXi] = [x^Pi]. 
Bildet man dieselben Gleichungen für die andern Funkte und addirt, 
so erhält man mit Anwendung der Summenbezeichnung 
(4) d2:lxdx] = Zlxp]. 

Auch hier heben sich die iunern Kräfte weg; denn es sei zum 
Beispiel 
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die Kraft, mit der der erste Punkt auf den zweiten wirkt, so ist die 
Wirkung, die dieser auf jenen ülitj die entgegengesetzte, also 

also in der Summe auf der rechten Seite 

[x^ . l{x^ — xj] + [x^ . k{Xi — x^y] = l[x^x^] + i.[x^x,] = 0, 
da 

[x^x^] = — [x^x^'] 

ist. Also heben sich alle inneren Kräfte ■weg. Ebenso auch die nach 
dem Anfangspunkt der x gerichteten Kräfte. Denn ist Ixi eine solche 
auf den ersten Punkt wirkende Kraft, so wird 

[% . Xx{] = 0. 
Wirken daher keine andern äusseren Kräfte ein, als solche, die nacli 
dem Anfangspunkt der x gerichtet sind, so sagt die Gleichung (4) die 
UnveränderÜchkeit der ge3ammtenFlächenbeweg\ingi'a:33;aus. 

Multiplicirt man in gleicher Weise die Gleichungen (3) äusserlich 229 
mit j/j und so weiter und addirt, so erhält man, da 

2[,f]_i[Z-!,.j,] 
vermöge der Eigenschaft des Schwerpunktes null ist, 

(6) «^6/«»: - £[»1, 

das heisst die Plächengleichung (4) gilt auch, wenn man statt des 
festen Anfangspunktes der x den beweglichen Schwerpunkt setzt. 
Endlich multiplieiren wir die Gleichung 
d\ == Pi 
innerlich mit dxj^, so erhalten wir, da 

ö[d%p = 2[d%i I dx,1 
ist, 

iSlÖxJ' = [p^ I Sx^], 
oder auf alle Punkte des Vereins ai^ewandt 
(6) dS^{öxy = S[p I dx], 

das heisst die Zunahme der lebendigen Kraft 

während einer Zeit ist gleich der Arbeit 

^[p I Sx] 
aller Kräfte während derselben Zeit. 

Es ist für die weitere Entwickelung der Gleichung (6) sehr forder- 
lieh, die gesammte Kraft p^, mit welcher mehrere Punkte auf den 
Punkt X^^ wirken, als partiellen DifFerentialquotienten nach x^ von einer 
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algebraischen Funktioii aller dieser Punkte aufzufassen, sodass also, 
wenn U diese Funktion ist, 

sei. Man kann dann sagen, dass die ICraft p^ dem Streben*) ent- 
springe, die Funktion U zu vergrössem. Die VergrÖseerung nämlich, 
■welche U dvireli euie unendlich kleine Verschiebung dx^ erfäbi't, ist 



[is;^! *»=.]; 



diese Vergrösaerung ist, wenn dx^ dieselbe Länge beibehälti am grössten, 
wenn dx^ die Richtung des ersten Faktors hat, wie unmittelbar aus 
der Formel 

la\h] = ab cos L ab 

folgt, das heisst die durch die Kraft p^ bewirkte Bewegung nimmt 
diejenige Riehtnng an, in welcher die Funktion ü am meisten Ter- 
grössert, das heisst das Streben am vollkommensten erfüllt wird. 
Ebenso wenn der Punkt x^ seine Lage verändert, dx^ aber stets die- 
selbe Länge behält, und die Richtung die des ersten Faktors -. — ü 
bleibt, so verhält sich die Kraft wie die Vergrösserung von ü, das 
heisst wie die Erreichung des Zieles, welches sie erstreht. Man kann 
daher in der That die Kraft p^ als Aeusserung des Strebens, die 
Funktion U zu Tergi-össern auffassen. Bekanntlich wird U das Po- 
tential genannt. U zu finden hat keine Schwierigkeit. Betrachten 
wir zuerst die Kraft p^i, mit der ein Punkt Xg auf einen andern x^ 
wirkt. Diese Kraft lässt sich nach § 2 als Funktion ihrer Entfernung 
auffassen, also als f(r). Aber um die Richtung mit darzustellen, 
schreiben wir sie 

230 Hier ist r die Länge von x^ — x^, das heisst 
r^ = (x^ — x^y, 
also differentiirt: 

rdr = [(^ — Xg) I {dx^ — (^^3)], 
oder 

dr = ~ [(x, — x^) I (dx^ — dx^y], 
also 

f(r)d, = i f(r) fe - «,) ! (dx^ - ä-x,)] - [j,„ I (ix, - dx,)]. 

*) Diese Idee des Strebens (der Tendenz) halle ich in der vürher genannten 
Arbeit vom Jahre 1840 bu Grunde gelegt. 
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ist 


Jf(r) . dr = U,„ 




d so auch 


a4:^.> = - 




-k''"=^"- 



Hat man nun auf gleiche Weise zwischen je zwei Punkten einer Schaar 
die Grössen fJ, , aufgestellt, so wird ihre Summe ü eine Fmiktion 
dieser Punkte, imd die Kraft, welche aai einen Punkt x^ dieser Schaar 
die übrigen Punkte üben, ist dann 

du;, ^■ 

Für die Einführung dieses Potentiales in Gleichung (6) ist gleich- 
falls die Unterscheidung in äussere und innere Kräfte wichtig. Es sei 
V das vollständige innere Potential, das heisst die Summe der Poten- 
tiale zwischen je zwei Punkten des Vereins, und ü das gesanimte 
äussere Potential, das heisst die Summe der Potentiale zwischen je 
einem äusseren und inneren Punkte, so lassen die ersteren in der Glei- 
chung (6) eine vollständige Integration zu, die letzteren nnr, insofern 
die äusseren Punkte in der Zeit unveränderlich sind. 

In der That, betrachtet man in der Summe 
S[p 1 dx\ 
der Gleichung (6) die Kräfte Pj^ und p^^, mit denen die ersten beiden 
Punkte aufeinander wirken und das zugehörige Potential U12, so ist 

[Pti I Sä^ii + I>!1 I **il 
der zugehörige Theil jener Summe, also 

und dies auf alle inneren Kräfte ausgedehnt, wird der daraus ent^ 
springende Theil jener Summe ^ öV und die Gleichung (6) nimmt 
die Gestalt an: 
(7) ',E(Sx)'~r+J^g-^UlSx). 

§ 4. Bewegung eines beschränkt beweglichen Vereins. 
Die Beschränkung in der Bewegung eines Vereins wird am ein- 
fachsten durch Bedingungsgleichungen dargestellt, welchen die be- 
wegten Punkte unterworfen sind. Allein durch diese Gleichungen ist 
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die Bewegung noch nicht bestimmt. Vielmehr muee man Kräfte an- 
nehmen, welche auf die Punkte des Vereins wirken, sobald sich diese 
331 auch nur unendlich wenig aus der Lage, die den G-leiehungen f ent- 
spricht, herausbewegeH, und die sie unwiderstehlich in eiue Lage zurück- 
treiben, welche diesen Gleichungen genügt. Auf die nähere Bestimmung 
diese Kräfte kommt es an. Es sei 

L = 
eine solche Bedingungsgleiehung, so wollen wir die daraus entspringenden 
Kräfte dem Streben zuschreiben, jene Gleichung 

zu erhalten, das heisst einem Potenti^, welches gleich L oder einer 
beliebigen Funktion von L etwa f{L) ist. Dies vorausgesetzt ist die 
Kraft, welche jenes Streben 

L = 
zu erhalten, auf den Punkt x^ hervorruft, 

wenn f'{L) die abgeleitete Funktion von f[L) ist, oder bezeichnen wir 
mit X diese abgeleitete Funktion, so ist die Kraft, die der Punkte Xi 
vermöge jenea Strebens erleidet, 

die Kraft, die der Punkt x^ dadurch erleidet 

und so weiter. Sind nun ausser jener Bedingungsgleichung 

i = 
noch andere 

und so weiter, so entspringen daraus die Kräfte 

und die Gleichungen der Bewegung werden nach dem Grundgesetz (1) 



(8) 



■ a + » a 



/, _ 0, jW = 0, • ■ ■ 
i die Unbekannten A, (i, - - ■ zu bestimmen. 
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Nun seien dx-^, dx^, ■ ■ ■ beliebige VerBehiebungeii der Punkte 
^ij %i " ■ "j welche aber den Grleicbungen 

rfL = 0, dM^O,--- 
genügen. Man multiplieire obige Gleichungen innerlich mit da^, dx^, 
und so weiter und addire, so fallen, da 

ist, die Glieder mit K, [i,, ■ ■ ■ weg und man erhält 

(9) El{S'x~-p)\dx]-0, 

welche für alle Verschiebungen gilt, die den Gleichungen 

^i = 0, dM = 0, ■■■ 
genügen. 

§ 5. Gleichgewicht und mittlere Bewegung. 
Wenn die Kräfte, welche auf einen Verein wirken, nur von der 
Lage der Punkte des Vereins und nicht zugleich anderweitig Ton der 
Zeit abhangen, so ist Gleichgewicht möglich, und die Formeln für 
das Gleichgewicht sind dann in den obigen Gleichungen enthalten, 
wenn -f man nur die Beschleunigungen und Geschwindigkeiten aller 232 
Punkte des Vereins null setzt, wodurch dann Gleichungen zwischen 
den Kräften bedingt sind. Sind diese Gleichungen erfüllt, so kann 
dennoch die Anfan^lage der Punkte des Vereins oder ihre Anfangs- 
geschwindigkeit TOn der Art sein, dass kein Gleichgewicht entsteht, 
und dass insbesondere bei sehr geringen Abweichungen des Anfangs- 
zustandes Yon dem Zustande eines sichern Gleichgewichts Schwingungen 
um diesen Zustand stattfinden. Diesen Eigenschaften des Gleichgewichtes 
und seiner Störung durch unendlich bleuie Schwingui^en entspricht 
nun für den Fall, dass die Kräfte von der Zeit als solcher abhängen, 
ein Zustand der mittleren Bewegung, um welchen wieder, wenn dieser 
Zustand der mittleren Bewegung ein sicherer ist, kleine Schwingungen 
stattfinden können, die auch im Laufe der Zeit ein gewisses Maximum 
nicht überschreiten. 

Mittlere Bewegung eines Vereins, der von gegebenen (in der 
Zeits veränderlichen) Kräften getrieben wird, nenne ich diejenige 
Bewegung, bei welcher unter allen von den verschiedenen An- 
fangszuständen abhängigen Bewegungen die kleinste Beweg- 
lichkeit stattfindet, oder genauer ausgedrückt, bei welcher die 
Summe der während einer hinreichend grossen Zeit thätigcn 
lebendigen Kräfte ein Minimum ist. Ist 



yGoosle 



60 II- Die Mechanik nach d. Principien d. Ansdalinungalehie. M. A, 12 (1877). 

(immer die Punkte des Vereins &n Masse gleich gedacht) die lebendige 
Kraft, also Tdt die während des Zeitelements ot thätige lehendige 
Eraft, so ist jTdt zwischen den Grenzen 

t=0 und t'=t 
die während dieser Zeit thätige gesanimte lebendige Kraft. Für die 
mittlere Bewegung soll also jenes Integral, hei hinreichend grossem t, 
kleiner sein als für jede andre Bewegung des Systems, und auch 
kleiner bleiben als solche, wenn ( von da ab beliebig wachst. Für 
lineare Gleichungen der Bewegung knüpfe ich den Begriff der mitt- 
leren Bewegung an den der mittleren Integration linearer Differen- 
tialgleichungen beliebiger Ordnung, wähle jedoch als Beispiel lineare 
Differentialgleichungen zweiter Ordnung. Es seien n Zahlgrössen 
tt,, ■ ■ ■ w^, abhängig gedacht von einer unabhängigen Zahlgrosse (, und 
seien die Differentiale jener Grössen nach ( mit d bezeichnet, und sei 
jene Abhängigkeit partiell bestimmt durch die n Gleichungen 

(10*) - ■ . ... ' . ■. --. ■- 

ld^«„ + <f^id% + . . . + a„Ju„ + 6„,iW, -f - ■ ■^K.A^Lh 
wo die a und b konstante Zahlgrössen sind. 

Die allgemeine Integration dieser Gleichungen ist bekannt- Doch 
wird es für die klare Aussonderung der mittleren Integration noth- 
wendig sein, die allgemeine Integration übersichtlich daraustellen. Zu- 
nächst ist klar, dass man die ft in beliebige Glieder zerlegen, die all- 
gemeiuen Integrale in Bezug auf diese Glieder einzeln nehmen und die 
i33 so erhaltenen Integrale addiren kann. Ich zerlege die ft in Expo- 
nentialglieder, deren Exponenten der Zeit proportional sind, und setze 
daher als die zu integrirenden Gleichungen zunächat 

iS^u, + «1 ^öu^ + a, Ju„ -f 6i 1% H \-hnK = 91«'' 

(10) ■ '■ ' ■ '..--'. 

U^M„ -^ a^iSu^ + ffl„,„Ä«<« + &B,iWi + ■ ■ ■ + K,«w„ =p„e^', 
™^ 9i! ' ' ' 9n konstant sind. Man denke sieh auch die u iu solchen 
Gliedem dargestellt. Dann treten sogleich zwei Arten dieser Glieder 
hervor, nämlich solche mit der Exponentialgrösse e"' imd solche mit e'-', 
wo l von % verschieden, aber noch zu suchen ist. Die erstgenannten 
Glieder bilden das mittlere Integral und lassen sich unmittelbar 
finden, die letztgenannten hängen von der Lösung einer Gleichung des 
2«-ten Grades ab. Die mittlere Integration giebt 

wo die pi, ■ ■ - */„ durch die n Gleichungen 
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jK^j/i + Köi,!»/! H h "«i,,-?/,, + Ki^i H h ^i,«;y. = ä 

(11) 

genau bestimmt sind, falls nicht, was unten zu bespreclien ist, die 
Determinante der Koefficienten der )/,, ■ - ■ y^ nuR sein soUte. Setzt 
man hingegen 

wo A nicht gleich )( ist, so ergiebt sich ein entsprechendes Gleicbungs- 
system wie das obige (11), mit dem Unterschiede, dass X, z statt %, y 
eintritt und die rechten Seiten null sind. Daraus folgt, dass die 
Determinante der Koefficienten von s^i, ■ ■ ■ «„ null sein mnss. Das 
giebt für A die oben angedeutete Gleichung des 2B-ten Grades. Für 
jeden der 2n Werthe l^, ■ ■ ■ Ag„, welche dieser Gleichung des 2w-teu 
Grades genügen, sind dann die zugehörigen Verhältnisse der s bestimmt, 
und dadurch ist dann die allgemeine Integi-ation vollendet. Nur wenn 
X einem der 2m Werthe jI^, • ■ • Ag„ gleich wird, tritt der oben erwähnte 
Fall ein, dass die y^, ■ ■ ■ y„ der mittleren Integration unendlich oder 
unbestimmt werden; in diesem Falle kann man x zunächst unendlich 
wenig von jenem Werthe l verschieden setzen und in Bezug auf dieses 
X die mittlere Integration bestimmen. Immer bleibt die mittlere Inte- 
gration Ton der Lösung jener Gleichung des 2»*-ten Grades unabhängig. 
Um aber zu den Gleichungen der Bewegur^ übergehen zu können, 
müssen wir den Gleichungen (10) noch eine andere Form geben. Denn 
da die Glieder ge", welche die Kräfte darstellen sollen, bei reellem x 
mit t unendlich werden, so entsprechen sie unter dieser Voraussetzung 
nicht dem Fall der Natur. Man setze daher statt ge"' die zwei Glieder 

c cos xt -j- c' smxt, 
das heisst 

Diese beiden Glieder unterscheiden sich f nur durch das Vorzeichen 23i 
von i ^y — ■ 1. Setzt man nun in (10) zunächst statt g^e"' ein 



und so weiter, so hat man in (11) statt g^ zu setzen 



und so weiter, femer ix statt « und — k* statt x^, und es werden dann 
die durch (11) bestimmten y im^inär, sie seien v -\- tvi, so wird 
w-^ = (v^ -\~ iOj^{)e* '■',•■ ■, M„ = (y^ + M)„j)c"'. 
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Setzt man dann zweitens in (10) 

c + c'V -.., 
'i 

statt g, so gehen daraus Werthe hervor, die sieh von den obigen iiir 
%, - ■ ■ M„ nur durch das Vorzeichen von * unters cheidea, sie seien mit 
u^', ■ ■ ■ u^ bezeichnet, also 

M^'=(^ijj^ — w^i)e^"", ■ • ■, «„''=(!'„■ — w„i)^~""; 
also wird 

% "i" %' ^== ^"i ß*^^ ''^ — ^% ^^^ x( = Oj cos }tf -|- 6i sin v.t, 
wenn 

und 

_ 2wj = \ 
gesetzt wird. 

Es ist nun nachzuweisen, dasa bei der Bewegung, die durch lineare 
Gleichungen der Form (10) bestimmt rat, die mittlere Integi-ation zu- 
gleich die mittlere Bewegung liefert, wie sie oben definirt ist. 

Bei der Bewegung eines Veiems von m gleich schweren Puntten im 
Räume wird das n der GHeichungen (lU) und (11) gleich 3m, die 
Gfleichung in X also yom 0»!-ten Giade. Wir nehmen senkrechte 
Koordinatenaxen an. Dann wird die gesammte lebendige Kraft 

also 

wo sich die Summe auf 

%- ■ ■ ■ %». 
bezieht. Nun besteht Mj bei der allgemeinen Integration teils aus den 
Gliedern der mittleren Integration, welche von der Form 

% cos *;( 4" \ sinwi 
sind, und aus (>jw Gliedern der Form*) 

also d% enthält dann Glieder der Form 

Khi cos Kt — Ktty sin xt 
und der Form 

und Su^^ enthält dann die Quadrate dieser Glieder und die doppelten 
Produkte je zweier. Man sieht sogleich, dass die Glieder der Form 

*) Die Koefficienten von e' enthalten eine inid dieselbe multiplikative will- 
kürliche Constante, elieuso die von c^' u, 3. w. (Ä. d. H.) 
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bei reellem «'.^ mit uaendlicheiii t selbst unendlicb werden, aiso j T dt*) 
f^eviiss kleiner ist, wenn diese Glieder fehlen, als wenn sie vorhiuiden 
sind. Wir können also für den Kachweia der mittleren Bewegung 
diese Glieder weglassen; dasselbe gut, wenn 

1,-,, + ßi 

ist, und K nicht null ist. Es sind also nur die Utieder bu berück- 



j, - ßi 

ist; dann ist ein anderer Wertb von J. etwa 

Aj = — ,5i 
und die hieraus entspringenden reellen Glieder iii Mj werden von 
der Form 

p CQs ßt -\- q sin ßi, 
also in du, von der Form 

ß(q cos ßt - — j) sin ßt), 
also von entsprechender Form, wie die Glieder der mittleren Integration. 
Betrachten wir zuerst die Quadrate, zum Beispiel 
(k6j cos xt — K% sin xt)^, 
also in Tdt das Glied 

jx^(h, cos xt — % sin xt^dt, 
so giebt dies 

ij(^[V{l -\-(ios 2 xt) dt -\-ai\l — co&2xt)dt — 2a^b,sm2xtdt]. 
Dies giebt integrirt 

1 «■(%" + *,') '+-!', 
WO P lauter endliche periodische Glieder liefert. Femer betrachten 
wir das doppelte Produkt zweier solcher Glieder, zum Beispiel 

x{\ cos xt — a^ sin xt) 
und 

ß {q cos ßt — p sin ßt), 
80 giebt das in Tdt das Glied 
xßdtib^qGosxtQOsßt-^-aipsbixtamßt — h^maxtamßt — a,qaiia.xt(iosßt)235 

also wenn x nicht gleich ß ist, so liefert dies lauter endliehe periodische 



*) In dem Abdruck in den Matt. Acn. steht YTdt; doch iat diea wohl e 
Druckfehler- (A. d. H.) 
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Glieder. Nim können wir t so gross annehnien, dasa die periodischen 
Glieder gegen die Glieder der Form 

i«HV + »,")«, ■■• 

Terschwinden; dann wird 

j'Tdt = { 2;kX«' -\-f>')i-\- { Ilß\p^ + q^)t, 

wo die erste Summe sich, auf alle Glieder der mittleren Integration 
bezieht, die letzte auf die übrigen. Hier siad die a und }> von anver- 
änderlichem Werth, hingegen p nnd q können null sein, also wird für 
hinlänglich grosses ( das Integral 

JTM 

am kleinsten, wenn die p, q aämmtlieh null siud, das heisst das Inte- 
gral das mittlere ist. Es ist dadurch nachgewiesen, dass bei linearen 
Differentialgleichungen der Bewegung die mittlere Integi-ation zugleich 
die mittlere Bewegung liefert. 

Ich nenne ein Glied Yor der Form 

a cos v.t -^-i sin Jt(, 
wo X positiv ist, mögen nun a und b Zahlen oder Strecken sein, ein 
elliptisches Glied und k seinen Zeiger. In der That, siud hier a 
und & Strecken von ungleicher Richtung und wird 

a cos xt -\-l sm xt 
il« St ecke da ffesteUt 1 von e nem festen Punkte ausgeht, so be- 
schielt icr Endj nkt n 1er Ze t 2-1 « eine Ellipse, und zwar so, 
dass d e Stre ke selbst gle he Ze te i gleiche Räume beschreibt, 
naml ch m 1er /e t !f le K m 

[ h\xM 
le St ecl e und / snl kouj g rte Halbmesser der Ellipse. In der 
That setzt uau 

s«/= mxt = v, 



und 



^=1, 



was die Gleiehuug der Ellipse mit den konjugii-ten Halbmessern a und 
& ist. Femer beschreibt der Endpunkt von r im Zeitelemeute dt 
die Strecke 

fir . dt, 
das heisst 

{b cos %i~ a Bin %t)%dt 
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§ 6. Anwendimg auf die Thaorie von Ebbe und Flut3i. G5 

und r selbst den Flächenraura 

I [r<Jr] dt, 
das heisst 

\ [(ffi cos 3c( + ?) aiß %f) ■ (b cos jt^ — a ain xfjjxdi; 
das emgeacblossene äussere Produkt giebt, da 

[a„] _ [M] _ 0, [»i] - - [6»] 
und 

ist, der Werth \ab], also ist der im Zeitelemente cU beseliriebene 
Fiächenraum 

Wir können nun das Gesetz der mittleren Bewegung für unsern 
Fall so aussprechen: Wenn die Bewegung eines Vereins von Punkten 
durch lineare Differentialgleichungen daxgestellt wird, so entsprechen 
den elliptischen Gliedern, welche in dem Ausdruck der Eraft vor- 
kommen, elliptische Glieder von denselben Zeigern in allen Strecken, 
welche von einem festen Punkte nach den beweglichen Punkten ge- 
zogen sind, und zwar sind die Koefficienten dieser Glieder durch die 
gegebenen Gleichungen vollkommen bestimmt, und ausser diesen Glie- 
dern treten bei der mittleren Bewegung keine andern hei-vor. 

Ich bemerke noch, dass sich die Sicherheit oder Unsicherheit der 
mittleren Bewegung aus den oben entwickelten Principien aufs leich- 2S> 
teste ableiten ^sst, 

§ 6. Anwendung auf die Theorie der Ebbe und Fluth, 
Wir betrachten auch hier das der Ebbe und Fluth unterworfene 
System zunächst als einen Verein von m Punkten, deren Massen 1 sind. 
Dann gilt für die relative Bewegung in Bezug auf den Schwerpunkt 
die Gleichung (3) in § 3, nämlich 

6% =Pi +ii — „.P 



indem ich nämlich die innern Kräfte g^ u. s. w. von den äusseren p^ 
u. 8. w. gesondert und 

Pi~\ hPrn=^P 

gesetzt habe. Nun sei das System einer gleichförmigen ßotation um 
eine feste durch den Schwerpunkt gehende Äxe unterworfen und an- 
genommen, wie es bei der Theorie der Ebbe und Fluth in der hier nur 
berücksichtigten ersten Annäherung gestattet ist, dass sich die Punkte 



y Google 



66 n. Die Mectanik nacli d. Principicn d. AusdehnungBlehre. M. A. 13 (1877), 

nur imendlich wenig von der Lage, die sie bei jener gleichförmigen 
Rotation annehmen würden, entfernen. Femer sei n die Winkel- 
geschwindigkeit bei jener Drehung, also w^ die Drehung während der 
Zeit t. Es sei eine in der Drehnngsehcne (alao senkrecht gegen die 
Drehungsaxe) gelegene Strecke a angenommen, so verwandelt sie sich 
durch die Drehung um den Winkel nt in 

a cos nt -\- ffl'sin nt, 
■wo a senkrecht gegen a in der Drehungsehene nach der positiven 
Drehungsseite liegt und mit a gleich lang ist. Wir bezeichnen nach 
hekannter Analogie diese Strecke a' mit ai, wo i die planimetrische 
Darstellung der "j/^ — 1 ist. Dann verwandelt sich also a in 

«(cos nt -\- i sin«/) = ae'"',*) 
und es wird dann 

6 (ae''") = ae'"'. in. 
Nun sei 

in = K 

gesetzt, wo a die Winkelgeschwindigkeit ihrer Grösse und Richtung 
nach darstellt. Dann verwandelt sieh also a durch jene Drehung in 

und es wird 

S{ae'") = ae'"(i:, 

wo übrigens a^ = — n^ wird. 

Dieselbe Bezeichnung wende ich auch an, wenn a nicht in der 
Drehungsebene liegt**), nämlich in der Art, dass, wenn a die Rich- 
tung der Drehungaase hat, 



*) Vgl hiezu dit. Daiitellu! g der RotJ,ti n in der All e t "ss eiche unter t.r IK 
abgedruckt ist (A d I[ 

**) Zui BrUatemng diene Folgendes F r irgend eine Ntietke q bezeichne 
Pq die Projekbon ant die Drebungaa,se Sg die lut die DreimngsebRne sodass 

e = Pe 4- 5e ist 

Dann geht die Strecke i durcli de Drehung in le Mieckt, Pa -\- üae 
ober, wie au-' dem m Test lorlier Bew espnpn tol^t Setzt man d e5e strecke 

eae"'= Sa ■ «"'a 

Kommt man nun übotein, unter pa zu yerstelien die Strecke Sq ■ ß, und unter 
pc' die Strecke — Ji'Sp, so kann man sagen, dasB 
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ist. Dies TOrausgeaetzt drückt dann, wenn a beliebige Richtung hat, 
ae"' die Strecke aus, in die a Übergeht, wenn sich das ganze System 
um den Winkel at dreht und es bleibt dann 

wo man aber statt «^ nicht ohne Weiteres — ii' zu setzen hat. 
In diesem Sinne sei nun 

ä,, = fe + «.)«■', 

wo x^ in der Zeit unveränderlich und % unendlich Idein ist, "Dann wird 

dj/i = äUj^e"' + {x^ + Mi)e'"K, 

ä>S, _ ä%.e«' + 2ä«.e«o + (x, + «,)<!•'<.■ 

-[ä>». + 2««i« +(% + ».) «']«"'■ 

Aber wenn sich das ganze System um at dreht, so drehen sich auch 

die inneren Kräfte um denselben Winkel, und wir können also statt 

q^ schreiben 23 

Somit erhalten wir, wenn man noch mit e"" multiplicirt, die Gleichung 

d'^u^ -{- 2Ö%ß + (^1 + «i)«^ = 2i'+ [Pi ßie'"'. 

Nun hängt aber q/ TOn der gegenseitigen Entfernung der Punkte, 
also hier Ton 

das heisst von 

,r. -»., + (»,-»,) 

ab, wo % — u^ gegen ^t — ^r inendlich klein ist. Somit sondert sich 
5j' in zwei Glieder, von denen das eine die v, nicht enthält, das andere 
eine lineare Funktion der w ist. Jenes sei mit q-l' bezeichnet, dieses 
mit Kf^, so können wir die obigen Gleichungen in je zwei Gleichungen 
sondern, nämlich 
(12) Xj«^ = q", ■ • -, 'Xm<^ = 2,'ü, 



Dreht man dio Strecke «c"' noch weiter um den Winkel .- f>t, ao liat man 
die Strecke a im Ganzen um den Winkel -— (k -|- |5)( gedreht. Daher ist 

yon welcher Formel im folgenden Gebrauch gemacht ist (für |5 =^ ^ «). (A, d. H.) 
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die den Gleieligewiehtszustand bestimmen, und 



(13) 



\dH^ + 2Äw^a + u^K^ — 9-» — ip^- 



welchiB ganz die Form der im § 5 behandelten Gleichungen haben, 
und ihre mittlere Integration liefert dann die Bewegung der Ebbe und 
Fluth. Es tommt nur noch darauf an, die rechten Seiten dieser Glei- 
chungen (13) in elliptischen Gliedern zu entwickeln. Wir nehmen 
zuerst nur ein Gestirn an, und zwar sei dasselbe nahe kugelförmig und 
die Entfernung seines Mittelpunktes yon dem Schwerpunkte des Systems 
unendlich gross gegen die Dimensionen des Systems. Die Anziehung, 
welche eine Kugel durch ihre Gravitation auf einen äusseren Punkt 
übt, ist dieselbe, als ob alle ihre Masse in ihrem Mittelpunkte vereinigt 
wäre' Ea sei L diese Anziehung in der Entfernung 1, so ist sie in 
der Entfernung e gleich 



Nun sei r die Strecke vom Schwerpunkt des Systems zum Mittelpunkt 
der Kugel zur Zeit 

und sei ^ die Lange von *■, so ist zu dieser Zeit p^, mit Uebergehung 
der Glieder von höherem Grade der Kleinheit, der Grösse und Bich- 
fcung nach 

oder 



(r'-2[rUJ)5 
Das giebt entwickelt 

Dann erlniit man, da die x vom Schwerpunkt des Systems aus 
genommen sind und also 



Folglich wird zur Zeit f = die rechte Seite der Gleichung (13) gleich 
Nun sei während der Dauer eines Tages die Entfernung des Gestirnes 
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und seine Deklination als konstant angenommen, wäiirend sich seine 
Eectascension in der Zeit t am ßt ändere*), so ist zar Zeit t erstens f r in 238 

rd", 
zweitens x^ in 

übergegangen, und die rechte Seite der Gleichnng (13) wird 



..).-.. 



Nun ändert sieh nach dem Begriff des inneren Produktes der Werth 
desselben nicht, wenn die beiden Faktoren sich um gleiche Axe und 
um gleiche Winkel, zum Beispiel um den Winkel — ßt drehen**) und 
man erhält, wenn 

gesetzt wird, die rechte Seite der Gleichung (13) gleich 

Es sei die Länge von x^ gleich (iq, so wird 
[*■ I 'X-^e'/'^^ = ftQ^ cos fp, 
wo (p der Winkel zwischen r und x^e''' ist. Es sei jj der Winkel, den 
die Axe a mit r, und %• der Winkel, den sie mit x^ bildet, und sei ca^ 
der Winkel, den die Ebene ar mit der Ebene ax^, also 

m, + yt 
der Winkel, den die Ebene ar mit der Ebene aa^^e'" bildet***), so ist 

cos (p = cos ij cos S' -|- sin i; sin & cos(ra^ + 7^! 
also erhalten wir obigen Ausdruck 

= -j- {3(1 [cos ij cos * -|- sin i; sin* cos(ra^ -j- ■y()\re~''' — x-i], 
wo man noch statt r setzen kann 

indem r^ in der Axe, r^ im Aequator liegt, also statt re""'' setzen kann 

Setzt man dann auch noch statt 

COs(0Ji + )'*) 

*) Genauer: Äendeit sich die Reotascension in der Zeiteinheit um «', ao ist 
p = i«.'. (A. d. H.) 

""^ Besaer; Um. den Winkel — n't dreten, wobei die Strenken mit e''^' 
multiplicirt werden. (A. d, H.) 

***) Eichtiger: Da m — w' = 7/i, ao ist dieser Winkel co, -f- r/»* '^^^ i^ 
Folgenden unter dem Zeichen cos an die Stelle von y zu setzen yji. (A, d. H.) 
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seinen Werth 

so übersielit man auf der Stelle, dasa der ganze Ausdruck aus drei 
eUiptiscLen Gliedern mit den Zeigern 0, y und 2}" besteht, wo y die 
scheinbare Winkelgeschwindigkeit des Gestirns, also ^%:y seine schein- 
bare TJmlaufszeit ist**). Tritt nun noch, wie es bei der Ebbe und 
Eluth der Fall ist, ein zweites Gestirn hinzu, welches auf die Bewegung 
Einfiuss hat, und dessen scheinbare Umlaufszeit 2k : y' ist, so treten 
noch zwei elliptische Glieder mit den Zeigern y' und 2y' hinzu. Be- 
zeichnen wir diese fünf elliptischen Glieder für den ersten PunlEt mit 

ft,0. Pl,y- ft.Sx' Pl,/; ft,äj.-> 

so wird die erste der Gleichungen (13) 

Daraus ergiebt sieh, da bei der Ebbe und Fluth nur die mittlere 
Bewegung ins Äuge gefasat wird, für u^ gleichfalls eine Summe tou 
fünf elliptischen Gliedern mit denselben Zeigern, also 

(15) ii, = M,,o + «1,^ + 1(^,3^ + Mj,^, + «1,,^., 

wenn Wj^g, ti^ u. s. w. elliptische Glieder mit den Zeigern 0, y u. s. w. 
darstellen. Entsprechend sind die Gleichungen für jeden andern Punkt. 
Das erste Glied u^ ^ giebt an, um welche Strecke die durch die Gestirne 
bestimmte mittlere Lage des ersten Punktes von seiner Gleichgewichts- 
lage abweicht. Die andern vier Glieder geben die Bewegung des 
Punktes um seine mittlere Lage an. Es ergiebt sich daraus der 
Hauptsatz für die Theorie der Ebbe und Fluth: 
239 „Die Bewegung, welche jeder Punkt des Meeres bei der Ebbe 
und Fluth Tollendet, ergiebt sich durch die Interferenz von vier ellipti- 
sehen Bewegungen, von denen zwei dieselbe Umlaufszeit haben, wie 
die scheinbare Umlaufszeit der Sonne und des Mondes beträgt, und 
die zwei andern eine halb so grosse Umlaufszeit." 

Jedes elliptische Glied enthält vermöge seiner Form 

ß cos yt-\-'b sin yi, 

wo a und h Strecken sind, sechs algebraische Konstanten, also die 

vier eUiptischeu Glieder zusammen 24. Sind diese 24 Konstanten für 

einen Punkt des Meeres durch Beobachtung gefunden, so ist dann 

*) Auct iiier wäre 7/» für y an eeteen. (A. d. H.) 

**) Besser würde man aagen: Die Zeiger sind 0,y/i und 2y/j, and ist die 

Boheiiibare UmlaufsBeit. (A. d. H.) 
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die Bewegung des Punktes genau bestimmt. Soll al)er nur die Höhe, 
also nur das Sinken und Steigen bestimmt werden, so liat man nur 
die Projektionen jener Strecken a, b und so weiter auf die vertikale 
Linie zu beachten, man erhält also dann acht Konstante in "Üeberein- 
stimmung mit La Place meeanique Celeste IV, 3. [Oeuvres Bd. II, 
S. 182fF. I Jene 24 Konstanten sind an sieh durch die inneren Kräfte 
(Gravitation und Elasticität) bedingt und also nur dann theoretisch zu 
bestimmen, wenn die Beschaffenheit des Systems vollständig gegehen ist. 
Nimmt man statt der m Punkte eine im Räume stetig verbreitete 
Materie an, so hat man in den ftleichxmgen (12) statt Xi, ■ ■ ■ x^ eine 
variable Strecke x im Räume zu setzen, und die Gleichung wird 
(12*) fl!«^ = q", 

wo q" eine Punktion von x ist. Diese Gleichung bestimmt das 
Gleichgewicht des Systems. Dann wird in den Gleichungen (13) und (14) 
statt %, ■ ■ ■ M^ die von x abhängige Grösse u gesetzt werden müssen 
und die Gleichung (14) wird 

(14*) d^u -{- 2Su . a + u . a^ — ip = Po -\- ix^ -\- p^y-i- Pf + lhy> 
wo M, j){|, _p , ■ ■ • Funktionen von x sind und q; eine in Bezug auf u 
lineare Funktion von x und u ist. Die Gleichung (15) wird dann 

(15*) u = «0 + w, + «a, + «,■ + «.y. 

wo die elliptischen Glieder zugleich Funktionen von X sind, also zum 

Beispiel 

;* = a^ cos yt -j- f),g sin yt 

ist, wo a^, i^ Funktionen von x sind. 

WiU man die Oberfläche des Meeres haben, wie sie sich durch 
die Ebbe und 'Flut zu jeder Zeit gestaltet, so hat man x auf die 
Punkte der Oberfläche zu beschränken. Dann wird die Gleichung (12*) 
die Gleichung der Oberfläche beim Gleichgewicht (die äusseren Kräfte 
Null gesetzt). Wir können diese Gleichung in der Form dargestellt 
denken, dass x eine Funktion ihrer Eichtung g wird, das heisst Funk- 
tion einer Strecke ^, die mit x gleiche Richtung hat, aber deren 
Länge 1 ist. 

Dies ist die wesentliche Idee der Polarkoordinaten. Die Gleichung 
der Oberfläche zur Zeit t ergiebt sieh dann leicht, da 

y=^x-\-u 
war und m gefunden ist. Erhebt man diese Gleichung aufs (innere) 
Quadrat, so erhält man 
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toda wir das letzte Grlied w^ als von f höherer Ordnung der Kleinheit 
weglasaen können. M mm z die Projektion von ii, auf x (oder auf ^), 
so erhält man 

(16) f = x^ + 2a:2 

als Gleichung der Oberfläche zur Zeit L Hier besteht e, aus fünf 
elliptischen Gliedern mit den Zeigern 0, y, 2y, y', 2y', aber diese 
elliptischen Glieder haben hier die Form, dass ihre Koeffieienten nicht 
Strecken, sondern Zahlengrössen sind, welche von | abhängen. 

Es ist in dem Obigen die Ebbe und Flut nur in der ersten An- 
näherung bestimmt. Will man eine höhere Annäherung erzielen, so 
muBB man dennoch die hier entwickelte Theorie zur Grundlage nehmen, 
und dann die aweite Annäherung in entsprechender Weise behandeln, 
wie dies in der Theorie der seeulären StÖningen der Planeten geschieht. 
Stettin, den 31. März 1877. 



IIa. Selbstanzeige der Abhandlung: 

Die Mechanik nach deii Priiieipien der Ausdehnungslelire. 

(Koenigsbergora Itepertorium Bd. 11, S, 63—64. Leipzig 1879.) 
i Die Begriffe der Ausdehnungslehre (von 1862 {Ges. Werke I, 2)), 

welche in dieser Abhandlung benutzt sind, sind der Begriff der Strecken 
(n. 216, b) und ihrer Addition (n. 220), femer des äusseren oder com- 
hinatorischen Produkte=« zweier (n 254) oder dreier Strecken (n 26'*\ 
ferner des inneren Produktes z e e St ecken {n l^S) und endl h ler 
Begriff des partiellen D fterent Iq ot enten e ne algebra sehen I mkt on 
f von Punkten a n Bezu<r auf e nen le seil en zum Be ;; 1 

— /■(n. 436 ff.). Aus d esen Be„ ffen verden n tl 1 1 llg - 
meinen Gesetze der Mechan k theds l esonde e C e etze ni entl hie 
der Ebbe und Flut abgele tet 

Ist nämlich ^ d e St e ke, 1 e vo eu em llku h hen, abe festen 
Punkte nach dem sich bewegenden gezogen ist, und die also diesen 
Punkt selbst zur Darstellimg bringt, und wird der vollständige Diffe- 
rentialquotient nach der Zeit mit d bezeichnet, so stellt dz die Ge- 
schwindigkeit, d^x die Beschleunigung des Punktes x ihrer Grösse und 
Richtung nach dai\ Ist nun p die Kraft oder die geometrische Summe 
der Kräfte, die auf den Punkt x, dessen Masse als 1 gesetzt wird, 
wirken, so erhalt man 
(1) d^x = p (Bewegung des eiirselnen Punktes), 
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Hat man einen Verein von Punkten, deren Massen, ohne der Allge- 
meinheit zu sehadeH, 1 gesetzt werden können, so hat man in j Bezug 63 
auf den Verein äussere und innere (zwischen den Punkten des Vereins 
wirkende) Kräfte zu unterscheiden Die geometrisclie Summe der inneren 
Kräfte (das heisst die Summe dei als Strecken gedachten Kräfte dieser 
Art) ist Null. Besteht nun der Verein aus m solchen Punkten, so dass 
also m die Masse des Veicms ist, so hat man nach dem Obigen die m 
Öleichungen d^x^^ = p^. . d^x^ =Pm- Stellt nun s den Schwerpunkt 
des Vereins dar, das heisbt ist ^i + ■ ■ ■ + a:^ = »JS, so erhält man 
dureh Addition jener m Gleuhungen unmittelbar 

(2) md^s = p (Bewegui^ des Schwerpunktes), 

wo p die geometrische Summe der äusseren Kräfte ist. Setzen wir 
nun in ohigen m Gleichungen ^i = s + j^^, ■ ■ ■, x^=^ s -\- y^ und statt 
iJ^s den gefundenen Werth p:m, so erhalten wir 

(3) «'»,-R-iP, •■•, «'^.-J>.-il> 
(Bewegmig in Bezug auf den Schwerpunkt). 

Mnltiplicirt man die Gleichung (1) äusserlich mit x, also [aiö^a:] == [xp], 
so kann man statt [a^d^a^] auch ^[xSa:] schreiben, weil [dw . Sx] nach 
den Gesetzen der äusseren Multiplikation Null ist, und wendet man 
dies auf die m Gleichungen des Vereins an und addirt, so erhält man 

(4) ö2J[xSx]^2:[xp'] 
(Flächenbewegung in Bezug auf einen festen Punkt). 

Auch hierbei heben sich die inneren Kräfte weg. 

Multiplicirt man ebenso die Gleichungen (3) äusserlich mit 
'i/i, ■ ■ ■ j/„i und addirt, so heben sieh, da i/^ -[~ " " ' "l~ ?'m ^iB^li ^^'^ ^^" 
griff des Schwerpunktes Null ist, die negativen Glieder fort und es wird 

(5) äSiydy]^2;iyp] 
(Flächenbewegung in Bezug auf den Schwerpunkt). 

Die Gleichung (1) innerlich mit Sx multiplioirt, giebt zunächst 
[d^x I äx] = [p 1 öx]; aber es ist [ä^x ] äx} = ^d{ßx \ dx'] und wendet 
man dies auf die tu Gleichungen des Vereins an und addirt, so er- 
hält man 

d2:^[dx ] Sx] = S[p I Sx] (Arbeitsgleichung). 

Ich habe gezeigt, dass die einfache Kraft p^^, mit der ein Punkt 
3:3 auf einen andern x^ wirkt, eine Funktion fir) der gegenseitigen 
Entfernung r der beiden Punkte sei und in der Richtung x^ — x^ 
liege, ferner dass, wenn U^^ das Integral von fr . dr ist, dann 

Pn = fl — ^1»! ^'^^ Pia = ä~ ^is söi. Uj_^ heisst das Potential zwi- 
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74 IIh'- Selbstanzeige der vorhergeteEdec Abhandlung'. 

sehen den Punkten x^ und a:^. lat nun V die Summe aller Potentiale 
64 zwischen je zwei f Punkten des Vereins, alao das vollständige innere 
Potential, und ist U daa geaaramte äussere Potential, das heisst die 
Summe der Potentiale zwischen je einem äusseren und inneren Punkte, 
so verwandelt sich die Gleichiaig (6) in 

(7) J-2:[d« I äx]= ^+ f2[i^^\ ^^] (Potentialgleichung). 

Die Art, wie sodann die Beschränkungen in der Bewegung eines 
Vereins auf Potentiale zuriickgeführt werden, ist von der gewöhnlichen 
Darstellung nicht wesentlich verschieden. Dagegen ist ganz neu der 
Begriff der mittleren Integration der Bewegungsgleichui^en und seine 
Anwendung auf die Theorie der Ehhe und Flut. 

Mittlere Integration der Bewegungsgleichungen nenne ich diejenige, 
bei welcher die Beweglichkeit des Vereins am geringsten ist, und die 
so hervorgehende Bewegung nenne ich mittlere Bewegung. Bei der 
Theorie der Ebbe und B'lut wird nun diese letztere gesucht. 

Um die Resultate einfach aussprechen zu können, habe ich 
den Begriff des elliptiaohen Gliedes aufgestellt. Ich nenne nämlich 
a cos a^t -\- h sia xt, wo a und b beliebige Sti'ecken, x eine beliebige 
Zahl und t die Zeit ist, ein elliptisches Glied mit dem Zeiger x. Es 
stellt nämlich dies Glied eine Strecke dai', die an einen festen Punkt 
Punkt gelegt, eine Ellipse in der Zeit 2jt : x nach einem sehr ein- 
fachen Gesetz durchläuft. 

Es ergeben sieh dann folgende zwei Sätze: 

„Wenn die Bewegung eines Vereins von Punkten durch lineare 
Differentialgleichungen dargestellt wird, so entsprechen bei der mittleren 
Bewegung den elliptischen Gliedern, welche in dem Ausdruck der Kraft 
vorkommen, elliptische Glieder von denselben Zeigern in allen Strecken, 
welche von einem festen Punkt nach den beweglichen Punkten gezogen 
sind, mid zwar sind die Koefficienten dieser Glieder durch die gegebenen 
Gleichungen vollkommen bestimmt." 

Für die Theorie der Ebbe und Flut lautet der Satz: 
,J)ie Bewegung, welche jeder Punkt des Meeres bei der Ebbe und 
Flnt vollendet, ergiebt sieh in erster Ämmherung als Interferenz von 
vier elliptischen Bewegungen, von denen zwei dieselbe Umlaufszeit 
haben, wie die scheinbare Umlaufszeit der Sonne und des Mondes be- 
trägt und die zwei anderen eine halb so grosse Umlaufszeit." 
Stettin. H. Grassmaiiu. 
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Aus dem Nachlass. 

m. 

Urehnngeii um einen Pnnkt. 

{Nenbearbeitet 1877.) 
§ 1. Wenn a, Ji, c Strecken von der Lange Eins sind, a eine Zahl, 
so drückt a" die Drehung um die Axe a aus mit dem Winkel a, su 
dass also, wenn 

xof = X-^ 

ist, x^ die Strecke bedeutet, welche mit a, denselben Winkel bildet 
wie die Strecke x und durch Drehung um a mit dem Drehungawinkel 
K hervorgeht; das Zeichen sei dabei so gewählt, dass [tt^iTi] positiv 
ist, wenn sin ce > ist. 

§ 2. Die Winkelgrösse -^ 6c wird einer andern solchen -^ äc 
dann und nur dann gleichgesetzt, wenn h, c, ä, e in einer Ebene liegen 
und -^ hc mit -^ de der absoluten Grösse und dem Zeichen nach gleich 
ist, und es bedeutet 

die Strecke x^ in welche die Strecke x übergeht, wenn das feste System 
dem X angehört, um eine zur Ebene hc senkrechte Axe sich so dreht, 
dass ö in c übergeht. Unmittelbar hieraus folgen die öleichungen 
§ B. aa" = a, 

§ 4, a"^!^ = a« ■ aP, 

% 5. a^" = 1, 

§ 6. xa" = — X wenn x A,a, 

i^■ M" -!,, 

wenn x und y gleichlang und der Winkel zwischen beiden doppelt so 
gross ist, wie zwischen x und a, also -^xa = -^ ay, -^f-xy = ^ 2xa 
oder y = X- -^ 2xa (nach § 2) ist, 

|Bei dem Produkte xa''i^& ■ ■ ■ wird angenommen, dass man von 
links nach rechts operire, dass also auf die Strecke x zuerst die 
Drehung a", dann auf die so entstehende Strecke die Drehung W, ■ ■ ■ 
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angewandt werde. Dabei seien bei der Drehung um a die Strecken 
i>, €,- ■ ■, bei der um J die e, ■ ■ ■ jeweils im Baume fest.}*) 
§ 8. Hauptsatz. Es ist 

das heisst a"})" stellt die Drehung um die Winkelgrösse ^2a6 dar. 
Beweis: Es sei c senkrecht gegen a und h, so ist (nach § 6) 



das heiast c ist die Drehaxe. Femer ist (nach § 3) aa" = a, also 
{nach § 7) 

aary^ ^ aV = a • ^'iab, 

das heisst a geht in die um den Winkel 2 ab abweichende Gfrösse über, 
§ 9. Zusatz. Ist c senkrecht gegen a und 6 nnd a der Winkel 
von a zu 6, so ist 

§ 10. Hauptsatz für die Zusammensetzung der Drehungen. 

■^2a6.-^26c = -^2«c. 
Beweis. Es ist (nach § 8) 

■^ 2ah = aH", 
algo 

•^ 2al ■ <C 2ÖC == a"h" ■ Vc" = aH^^c" 

(nach § 4), oder (nach § 5 und 8) 

= »"c'' = -^ 2ac. 
§ 11, Wenn X gegen a senki-echt ist, so ist 
za" = X cos a -\- \ \ax^ sin a. 
Beweis. Denn es sei xa" = y, so sollte [axjj] positiv sein, wenn 
sin K positiv ist. { Dies ist der Fall, denn die Formel giebt 

[aa:^] = [ax | axl sin a, 
was mit sin « gleiches Zeichen hat j . Ist nun x = Xc, wo l eine Zahl ist 
und c die Länge Eins hat, so ist xa" = kc". Aber ca" drückt die Drehung 
in der gegen a senkrechten Ebene aus; es sei q senkrecht gegen a 
nnd c, mit beiden gleichlang und so gewählt, dass es durch eine positive 
Drehung um —- aus c hervorgeht, so ist, wenn [acö^] = 1 gesekt wird, 
ca" = c cos K -{- c^ sin cc. 

*) A, d, H, 
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nr. Drehungen um einen Punkt, Uachlass. 77 

Aber es ist c^ = [ [ae], daher 

ea" = ß cos « + I [ac] sin a. 
Dies mit X multiplicii-t giebt die obige Grleichung. 

§ 12. Allgemein hat man, wenn x beliebig gegen a liegt, 
xa" = \a I a;Jfl(l — cos a) -\- x cos a -(- ] [ax^ sin k. 
Diese Gleichung giebt die Zurüctführiang dei' Drehung aiif die Summe 
von Strecken. 

Beweis. Es ist stets 

Hier ist der zweite Theil senkrecht gegen a, weil sein inneres Produkt 
mit a gleich Null ist, also erhält man (nach § 3 und § 11) 

xa" ^[a \ xja -\- {x — [« \ x\ a) cos k + | [ax] sin c, 
■was zu beweisen war. 
§ 13. Es ist 

xla"==\l_a-.a'-l 

Beweis. Die linke Seite ist (nach § 12) 

■■■ , ■ ■ — = [» I a;] a sin ö: — a; sin a -[- | [«a;] cos « = | [« ■ xa"']. 

§ 14. Die Formel 

X g- a''da = ([» I x'jda -\- [da | x} a) (1 — cos «) + | Ida ■ x] sin a 

folgt unmittelbar, wenn man (12) nach « differenziirt. Wemi a sieh um 
da ändert, so muss da senkrecht gegen a sein, weil a -\- da die Länge 
Eins haben soll, also {a -\- daY = a^, \a \ da] = sein muss. 
§ 15. Man kann setzen 



"da 



a'da = I [qp], 



q = I [ada] — ( 1 \ada])a'' 
die instantane Drebase und y = xa" ist. 

Beweis. Es seien e^, e^, e^ drei aufeinander senkrechte Strecken 
von der Länge Eins {so dass |[eieg] = % ist} und es werde 
e^a" == %, e^a" = a^, c^a" = »3, 
q = q^a^ + q^a^ + «303 
gesetzt, so muaa sein, wenn das partielle Differential nach a durch d 
ai^edeutet wird, {falls der Ansatz dy ^ \ [gj/] richtig ist) 
t?«! = I [gaj], da^ = | [303], da^ = ] [$»3]. 
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Also 

Da aber 

[a^a^ I «3«^] = 0, fa^fl^ | %«g] = 1 
ist, so folgt 

Ebenso wird 

(Dagegen wird 

laAda,-\^-g„ la,a,da,-\ = 0.] 

Um mm diese Ausdrücke mögliclist einfacii ku gestalten, wählen wir 
6j = a, ßg parallel mit da, nämliek da = ye^, wo y eine Zahl. Dann 
wird (nach § 11) 

a^ =' e^ caa a -\- c^ sin k, 
<*3 ^ ^ cos K — gj aia ß. 
Ferner (nach § 14) 

— da, = — e, ■ da" = e, (1 ~ cos a) — e, sin a, 

^da,^e^(l -cosk), 



Daraus folgt 

-— q^ =; [e^ ■ (gg cos K + Cg sin ß) - 1^^ (1 ^ cos ccj] ^= 0, 

— §3 == [Cj 63 Cj sin k] = sitt a, 

— q^ == \e.j e^ e^ (1 — cos k)] = cos « — 1 ; 
also 

— 2 = fflj sin a -f- «^(cos k — 1) = Cg — c^a" = ] [e^ej] — ( ] [Ciej])«*, 
3 - I K ■ )■=!] - (1 fe ■ rej) «• = 1 [«"i«l - ( 1 [»<!«]) «".«) 



*) Um die Richtigkftit zu bertätigea berechne man mit 
g = (1 — eOB b) I lada] + sin o ■ da 
\ [qy] = (1 - cos ccy [a ] x] [ada \ a] + cos a (1 - cos a) [«da | x] 
- sin «(1 - cos «) [« I a;] I [«<?«] - sin « cos «[ j a^ - I da] 
+ (1 - cos <.) sin a [ada ■ aa:} + sin' « [ | da ■ ^x}. 
Ahor iiacli 81, Nr. 180 imii ISi folgt, weil [0 | iJa] = 0, 
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§ 16. Wenn 

und 

q = ada -\- [ [ada\ — ( ] [«(^aj) a" 
ist, so ist 

(/y = 1 [(iy\- 

Dieser Satz l'asst (§ 13) und (§ 15) zusammen; q heisst die instantane 
Drehung. 

Anm. Es ist a" nur definirt sofern a die Lunge Eins tat. Dagegen wird 
(««)" noch, zu definiren sein. Die Definition muse so sein, dass sie für die Ehene 
stimrot. Dann empfiehlt sich unter a" die Drehung um den Winkel a—- ku vor- 
stehen. In diesem Falle wird a nur eine Vertretung von i = y — 1 und eä wird 
dann (m)" = ji"*'", also aUgemein Ji"(t", Doch -wegen des Differentiales wird 
man hei der alten Auffasaung bleiben und a in a" als eine Vertretung des 

setzen können. Ja es wäre zweckmässig s statt k als Symbol einzuführen und 
die Terachiedenen Axen (hrcak Indices zu unterscheiden, 

§ n. Wenn Ä ein LinientHeil von der Länge Eins, x ein Punkt, 
ft ein Winkel ist, ao bedeutet 

die Drehung um die Axe A mit dem Winkel k, so daas also, wenn 

xA" = «1 
ist, fl;^ den Punkt bedeutet, der aus x hervorgeht, wenn das starre 
System (x, A) um A sich dreht und dabei den Winkel c beschreibt. 
§ 18. Wenn « unendlich klein ist, ao ist 

WO I [jeA] die Strecke bedeutet, welche die Ergänzung des Äusdebnungs- 
werthes von [xA'] ist.*) 

% 19. Wenn a unendlich klein ist und p eine Strecke, so ist 
pA'^p + K I \pA\. 

[ada\x] = la\x]da~[x] da\a, [ada ] o] = [a j a] röa = da, 

[ax\da]^~[x\da]a, 
[a 1 «] [da - .V] -[a\x][da ■ a]^[a . da . x\ a] = [a- da ■ x]\ a. 
Nimmt man in der letzten Formel die Ergänzungen, so kommt 

[.äo . «it-J _ «[o . äa . «] _ [, I a] 1 p» . I] - [« 1 «,] I p. . «]. 
Setzt man diese Werthe ein und reducirt, so ergieht sich die Formel im Reginn 
der Fr. 15. (A. d. H.) 

«) Ist A = ah, wo « und h Punkte, so soll \ [xA'\ -= | [(a — si) (fi — x)'\ sein. 
(A, d, H.) 



y Google 



80 


nt. Drehungen um einen Punkt, iSTachlass. 


Eewei 


3. Sei p ^^ X — y, wo x imd y eiiifaebe Punkte^ 




fA--{x-,)A' 




~.x + a\[xÄ\^,~.\iyA\ 




= x-!, + a\\{r,-y)Ä\. 


§ 20. 


Wenn « und ß uneudlieh klein sind, so ist 




!r.A"J» = X + «. \ lxA^+ß\ \xB\ 




-x+ \\xSl 


wenn mjm 
setzt. 


S—aA + flS 


Bewei 


.s. Es ist 



-x + li\ixB] + „\[xA] + «ßll\ixA]-B}, 

WO daa letzte Glied von höherer Ordtnmg ist, also wegfallt. 

§ 21. Wenn a; in a + | {x8~\ übergeht, so nennen wir S das 
Verschiehungsaystem und {{xS] die Verschiebung des Punktes x. 

§ 22. Bei unendlich kleinen Axendrehungen summiren sich (nach 
§ 20), die Verschiebungssysteme und jede unendlich kleine Bewegung 
lässt sich als Verschiebung darstellen, also ans unendlich kleinen Rota- 
tionen um zwei Axeii zusammensetzen. 

% 23. Jede Linie, die mit dem Versehiebungssystem ätisserlieh 
multiplicirt Null giebt, verschiebt sich senkrecht zu sich selbst. 

Beweis. Es sei xy die Liaie, also [xj/ä] = 0; dann ist | [«S] 
die Verschiebung von x\ aber dann ist y — x auf dieser Verschiebung 
senkrecht. Denn es ist 

[(!, -x)\\ [rf]] _ [(„ - x)x8] - [yxS] - 0.-) 

§ 24, Die Verschiebung der Linie xp, wo x ein Punkt und p 
eine Strecke, in ihrer eigenen Richtung, ist 

^[pxS]'p, 

oder wenn p die Länge Eins hat, 

= lpxS}-p. 



«) ffier ist ||[a!S] nicht = [xS}, sondern, wenn S^aab + ßa^l, ist, ist 
||[KS] = a[(a-3;) (& — 3!)]-l-ß[((i,— «Xfci — a;)3- Weil aher bei dem Produkte 
[^ — x) \\ xS] die Rechnung mit Strecken angewandt ■wird (31, § 330 ff,), ist 
[(»/ — a;) (a ^ «) {6 — xJl eine ZaM und zwar = lyxab], wenn hiebei die Punkt- 
techmmg benutzt wird. Aehnlich ist [(y — a:) (a, —«)(&, —«)]-=[j/3!Oi6Jund daher 
l(y - X) 11 \_xS-]\ = « [yxaV] + p \_yxa, h,] = [yxS\ 
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auf fester Fläche. Nachlasa. 81, 

Beweis, Es sei | [a;S] = ap -\- q, -wo u eine Zahl und [i> | 5] = 
ist. Also p vorgefUgt, das heisst p mit der Ergänznng multiplicii^t, 

woraus die obigen Resultate folgen. 

IV. 
BewegBng eines auf einer festen Fläche gleitenden festen Körpers. 

§ 1. Wenn die Strecke x aus den drei Gleichungen*) 
[3! I et] = a, [a: 1 i] = ß, [a; 1 c] = y, 
in welchen a, h, c Strecken, a, ß, y Zahlen bezeichnen, zu bestimmen 
iat, so kann man setzen 

« = X I [6c] + fi 1 [cö] + 2. 1 [«6J, 
unter A, ^, v Zahlen verstanden. Dann ergiebfc sich 

a = l[aJ)c], ß = ii.\ahc], y^v[al>c], 
sodass 

„ «XEH+liML-tJLLL^] 

[aU] 
wird, wenn [ahc] 4= ist. 

§ 2. Drei Punkte x, y, seien fest verbunden und ihre virtuellen 
Verräckungen dx, dy, dz sn drei Gleichungen 

Lp I da:] = 0, [q | dy] = 0, [r \ Ös] = 
geknüpft, wie sie sich ergeben würden, wenn die di'ei Punkte auf ge- 
gebene Flächen gebannt waren. Wegen der festen Verbindung iat 
(e — - xy und (s — yY constant, daher 

[(« -x)\(S,^Sx)-]-0, t(2 - !/) !(«« - ä./)] - 0. 
Es niuss also, wenn 



gesetzt werden, ds die Gleichungen erfüllen 

[r 1 «8] - 0, b' 1 *«] = b' I SXI [I- I *2] - [X- 1 äj,]. 
Nach dem in § 1 gefundenen Resultat ergiebt sich folglich 

"' ~ F??i ([»' I **] I [^''l + [»=■ ' ■'»^ 1 [•"»'ll . 

Um 5i/ zu bestimmen hat man die Gleichungen 

•) Der gesammte Test ist vom Herausgeber; im MS, ist die Folge der 
Formelin eine andere. 
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82 V, Einige Schwerpunlitsliestimmungeii. NacliIaBs. 

Nimmt man dazu noch die Gleichmig 

{_<■- 1 sv^ - sv, 

v/o die Strecke c und die Zahl dv ganz willkürlieh sind, so folgt 

^y-W^] U^' I «^J I LcgJ + äv I [g.'j) .*) 

V. 
Einige Scliwerpnnlitsltestimmuiigeii. 

§ 1. Der Schwerpunkt s des ebenen Vierecks aicd (Fig. 8) 
ergiebt sich, wenn man die Diagonale ac zieht, 
durch die Formel 
3s7 = (a + 6 + c) (ahc) 4- (« + e + d) (et?«), 
(ahc), {cda), V die Inhalte der Dreiecke 
abc, cda und des Vierecks bezeichnen. Die rechte 
Seite ist} 

= (a + b + c + d)V—ld(abc) + 6(crfa)]. 

Die letzte Summe stellt einen vielfachen Punkt 

vor, der in bd, also jder Symmetrie wegen} auch 

in ac, also in dem Durchschnittspunkt beider 

liegt und = eV ist. Somit findet sieh 

3sV={a + b-\-c-\-d- e)F, 
3s = ffl + ft-|-c + <^— -e. 
§ 2. Anderer Beweis. Es ist 
ZsV= (ß + & + e) (abe) + (?> + c + e) (hce) + (c + <? + e) (cde) 
-\- (d -\- a -\- e) (ded) 
= a(dah) -\- b{adc) -\- c(bcd) -\- d[cdd) -\- eV 
und so weiter. Giebt eine Reihe von Beziehungen*^-). 

§ 3. Der Schwerpunkt einer sphärischen Figur {vom In- 
Inhalte | 9 liegt auf dem Endpunkt einer Strecke r, die auf der geome- 
trieehen Summe F dieser Figur senkrecht steht und sich zum Radius 
p der Kugel verhält wie jene Summe zum Inhalt jener B'igur, das heisst 

oder genauer 

q>r- \9F=Q \ F. 

*) da: bleibt willkürlich die yirtupHei Vprsobiebmigeii eines vierten mit 
X, y, z feat verbundenen Punktei könnte man nin leicht tmden Die Bewegung« 
gleichnngen dps M8 werden hier niLM al gedruckt weil iie nicht ncbtig qml 
(A. d H) 

**J Im MS ist du s Uli ht weitet a i get iliit ( ^- d H , 
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Beweis. Dies gilt 1) wenn die sphärisclie Figur tmendlich klein; 
denn dann ist dem numerisclien Werth nach tp^F, r == (/ und der 
Rielitung nach, r aenkreciit auf F. 

2) Hat man nun mehrere solche Elemente der Kugel, die durch 
die ludicea 1, 2, - ■ - markirt sind, | sind 9^, ^i^, ■ - ■ die Inhalte, r^, Jg, ■ ■ ■ 
die Träger der Schwerpunkte, I\,F^,--- die FläehenelementG nach 
Grösse und Richtung} und ist 

<p = Z<p^, F=2]F-„ 
r der Träger des Scliwerpunktes, so ist 

9i*"i = I P-^i, 
93^2 =\ Q^s- 



Aber 

somit 



9,r=ip(i^, + i=', + ..0=lp-f. q.e-d. 



VI. 
Darstellung der Statik nach Lagraiige.*) 

§ 1. Wenn P^, P^, ■ ■ ■ die als Strecken gedachten Kräfte und 
Pii ^2' ' " ■ '^^^ Angriffspunkte, dp,^, öp^, ■ ■ ■ die unendlich Ideinen 
Wege sind, welche die Angriffspunkte vermöge einer Bewegung des 
Vereins durchlaufen, ao ist die Gleichung des Gleichgewichts 

§ 2. Gleichgewicht Ton Kräften, die an einem Punkt- 
system wirken, das sich um eine Ase frei drehen kann. 

Es sei C die Drehungsaxe {von der Länge Eins), ein Punkt in 
ihr, ff, sei der Ursprung der Tr^er, also p^ — ff die Träger, ^^ die 
senkrechte Projection dieses Trägers auf die Drehungsaxe und g,. die 
auf die Drehungsebene {das heisst eine zu C senkrechte Ebene}, also 

Es sei**) 

wo * = e', und zwar a^ = 0, also q^^ = r/f^Ef. Nun habe der Verein 
die Freiheit sich um diese Axe zu drehen, so müssen die Bedingungs- 

*) Aus dem MS,, das diesen Titel fükrt, wird Her nur abgedruckt, was nicht 
schon anderweitig sich findet. Für das Princip der virtuellen Ge ach windigkeiten 
vgl Seite 59, (Ä. d. H.) 

•*) Vgl hietau Seite 75 ff. 
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gleicbungen von 95 uiiabhängig sein, also 8^ selbst willkürlich, sein 
Gesammtkoefflcient in der allgemeinen Gleichung des Gleichgewichts 
Null sein. Nun ist, wenn nur <p als yeränderlich betrachtet wird, 

wo tfg? die Richtung um 90" in der Schwenkungsebene ändert; also 
hat man 

2[P. I 9.«rt - 0. 
Nun Bei Pf. die Projectiou von Pj auf die Schwenkungs ebene, so liat man 

^f?. 1 ?.*t] - 0*), 

oder da die inneren Produkte innerhalb derselben Ebene proportional 
sind den 'äusseren, deren zweite Faktoren senla'eeht sind gegen die des 
inneren Produkts und ihnen gleich, so hat man 

Liese Gleichimg findet aber dann und nur dann statt, wenn zugleich 
das Produkt mit der Drehungsaxe Null ist; dann können wir aber 
statt der Projectioiien die Grossen selbst setzen und schliesslich jp^ 
statt p^ — ff, also 

£1>,P,C] = 0, 
oder 

2:\n,C] = {csn^i = o, 

wenn TIj. =^ Pt-P^ die Kraft als Liniengrosse bezeichnet. Hiebei ist 
noch zu bemerken, daes, wenn wir innere Kräfte des Vereins solche 
nennen, welche zwischen zwei Punkten des Vereins in ihreT Verbin- 
dungslinie wirken und einander entgegengesetzt gleich sind, alle anderen 
äussere, sich in dieser Gleichung die inneren Kräfte aufheben. 

§ 3. Gleichgewicht eines Vereins von Punkten, die an 
einem linearen Systeme haften und von denen je zwei auf- 
einanderfolgende constante Entfernungen haben. 

Die Punkte seien p^, Pi, ■ ■ ■ Pn+i- Die Bedingung der constauten 
Entfernung giebt 

wo f\ gegeben ist (von Jt = an bis /c = n). Dies giebt differentiirt 

[O.+i-rtl(«ft+i-äa]-0- 

Somit hat man als Gleichung des Gleichgewichts 

^m 1 « + «.[(»+. -a) I CäR« - »rt» - 0, 

*) [g.äfp ist eine durch die Axe C gelieade Fläcte, die =^[9.C]ä(p gesetzt 
werden kann, deren Prodnit mit einer zu G parallelen Strecke verech windet. 
Dalier ist 
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oder, alles auf öp;. gebraclit, wenn man bemerkb, dass X,. nur zwischen 
fc c= und k = n geltenden Werth hat, 

•S[(P. + J._. (P, - !>._,) - a. (i).„ - a)) ! «Rl - 0. 

Dies liefert die n -\- 2 Gleichungen 

P. + »i-ife - A-,) - h(j>w -R) - 0. 
Snmmirt man bis zum Zeiger m, so folgt 

und durch Multiplikation 

[(2^.) (f.+i -»)]-»■ 

§ 4. Gleichgewicht von Punkten, deren Entfernungen 
durchaus constant sind. 

Es seien drei Punkte angenommen jij, ^2,j7j mit den Bedingungen 
(Pa ~ PsY = f^ (Pe — PiY = 5^ (jPx — fs)' = ^^ 
SO hat man 

[A I «ft] + m I *ft] + m 1 «R I + »[(a -a) I («a - «a)! 
+ rtta -f.) I («ft - »»)] + »[fe -a) i («n - »»)] - »■ 

Also 

A - - «fe - a) + c(r - a) - 0. 
p, - - i(i>, - a) + »Cp, -r) - 0, 
P. - - cCp. -ft) + Ma -a) - o- 

Durch Multiplikation mit bezw. R, R, R erhält man 
[Pift] — - '[PiPtl + ctaR], 

[P.R] ■ — *lj>.R] + «taal, 

[PsR] — " cI>jR] + »[ftR], 
also duroli Addition 

f.P.a] + [P.R] + [PaR]-ö 
(welche Gleichung einen bekannten Satz ausspricht |. 

§ 5. Gleichgewicht eines biegsamen unauadehnbaren 
Fadena, 

Der Teiandeibthe Punkt p stelle jeden Punkt des Fadens, dm die 
Masse eines unendlich kleinen Theilchens dar, Die Unausdehnbarkeit 
des Fadens giebt dp constant also 

und man hat 

jll']ip]dm+flldp\adp] = 
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} wobei P die auf die Masaeaeiiiheit wirkende Kraft iat ) . Nun ist aber 

Ji[dp I ädp]-fildp I däri-UCip 1 Sp]]';-f[d{idp) 1 Sp] 

(wo I j^ die Differenz der für die Bndpunkte p^ und p^ geltenden 
Werthe vorstellt ) . Somit ist die Grleicbung des Gleich gewicJits 

f[{Pdm — d{kdp)) I Sp\ + \\Kdp I djj|^^ = 0, 
Dies giebt für alle inneren Punkte 

iPrfm = dildp), 
*-^' 1 Idp^B+jFdm, 

wo J) eine willkürliclie, conatante Strecke ist. Daraus folgt weiter 

(b) i(J)+Jl>dm)äp\-0. 

Soll der Faden auf einer Oberfläche sieh bewegen, deren Differential- 
gleichung 

[si<ij.]-o 

ist, so kommt noch hinzu in (a) /tg, sodass 

(c) P(?»i — d{Up) -f- ^3 = 
oder 

MFdm - d[Up))-\ - 
ist. y^q ist der Druck senkrecht gegen die Oberfläche. 

Sind nur an den Enden Gewichte angebracht, also P = 0, so folgt 
aus (c), { weil [dp | $] = sein muss j , 

Idp 1 d{Xäp)~\ = 0, 

dUp^ + X\dp I ä^p'\ = 0. 

Da dp^ constajit ist, so ist also auch dA = 0, J. constant, das heisst 

die Spannung. Femer hat man an den Grenzen 

P"-\-Xdp"-{-p."q"=0, 

p- — Xdp' -ffi's' =0. 

Mit dp" und dp' multiplicirt, erhält man 

\P" I dp"] = — fidp''^ [P' I dp'] = Xdp'^. 
Ferner ist | in jedem Piiiikt des Fadens nach (c) ) 

M = ^d^p. 
Der Krümmungshalbmesser ist aber in diesem Falle 

<'-a'r^ 

*) Im Nenner ist die Länge von d'p au aeimen. In einer Erörterung über 
das Gleicligewicit einea elastischen Fadens nacli Iiagrange, Mec. Anal. (Bd. 11 
Seite 162 der Gesammtausgabe) findet aicli die folgende Ableitung der Tormel für p. 
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laaen Theile 



§ 6. Gleichgewiclit eines festen Körperi 
alle Ton Kräften gezogen werden. 

Am leichtesten gelangt man au dem gewünschten Resultate von 
dem Satze aus, dass jede Veränderung in der Lage eines sich, con- 
gment bleibenden Systems, wenn ein Punkt p^ fest ist, sieh durch eine 
Schwenkung, also die unendlich kleine Äenderung sieh in der Form 

wenn öx eine unendliche kleine Strecke der Drehungsase ist, aus- 
drücken lässt, {Dies ist 

es ist aber \ dx ^=^ SM], wo M eine constante Flache ist, die der 
Drehungsebene angehört. {Also ist 

«^-«ft + [!(*-»)■««], 

|älJ-|«Ä + [(l)-J).)l«M]. 
Das Princip der Tirtuellen Geschwindigkeiten giebt dann 
ZIP I äj,.] + S[P(p - r) 1 äJÜ] - 0.1 
Da SpQ und öM constant sind in Bezug auf die Summe, so kann 
man diese Gleichung auch 

[SP i Sp,] + ((ZPO - p,)) I «» I _ 

schreiben. 

Ist der Körper frei, so hat man, {weil dp^ und dM willkürlich} 
ZP-O, Z[PCp~ft)]-Z[Pri_0. 
Ist a ein fester Punkt des Körpers, so hat man äa = 0, also 



Seien p, p -\- dp, p -\- äp -\- d'p drei miendlich. benachbarte Punkte A, B, C 
ir Eaumcmro, so ist der -nnendlicli kleine Winkel e, den AB mit BC maett, 
eben durcll 

AB ■ BC sin e = ldp{dp + d'p)']=[dp ■ d^p]. 



Sind also AB und BG 



{ genauer durch den Zahlenwetth der rechten Seite ) . 
gleich lang, so wird 

^ ^ [dj) ■ d^p] 

Ans AB = BC folgt aber [dp \ d'p] = 0, dp und d*j) sind also senkrecht an 
d es wird der Zahlenwerth von [dp ■ d^p] gleich dera Produkt der 
a der beiden Strecken } , sodass 

_ {dyr 
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o_äo_i«j,. + [(«-a)|ä*:, 
I äj". - LCi». ~ «) 1 «], 
I Hp - l(p - ») I äJf]. 

Dies in die Gruudgleichung eubstituirt giobfc 

2:iF I Öi>] = [2:\_P(p - a)] 1 Äi¥l = 
{also weil SM willkürlich) 

SlPip - «)l - 
und durch Maltiplikation mit a 

ZlPpa] = 0. 
Sind zwei Punkte fest a und h, m hat man noch 

[(« — h) 1 d-M] = 0. 
Dies giebt a ^h senkrecht gegen dM und die ohige Formel giebt 
2[P(jp ~ a)} senkrecht gegen dM, also beide parallel, das heisat 

j;[P(i> - a) (6 — a)\ = 
und durch Multiplikation mit a 

2^[Ppai] = 0. 

VII. 
Statisclies Schwimmen. 

§ 1. Es sei S (Fig. 9) der Schwerpunkt des Korpers, T (Trage- 
punkt) der des verdrängten Wassers. Ferner sei ST mit t bezeichnet 
und p sei eine Strecke senkrecht auf der Schwimmfläche in der Rich- 
tung von der Schwimmfläche nach dem Wasser zu. So ist Gleich- 
Fig B gewicht, wenn [p{] = 0; sonst dreht sich der Körper 

von p nach ( zu. Ist G daa Oewicht des Körpers, 
so ist das Drehmoment 

wo das p im Nenner die Lange der Strecke p be- 
zeichnen soll). 

§ 2. Das Gtleichgewieht ist sicher, wenn bei sehr 
kleiner Drehung, durch die t in t' übergeht, [pf] diese Drehung 
wieder zu verkleinern strebt. 

§ 3. Es sei ein horizontales Rechtspat | Prisma) betrachtet, dessen 
eine Kante horizontal liegt und dessen vertikaler {auf den Kanten 
senkrechter) Durchsclmitt die Ebene der Zeichnung bildet, so ist klar, 
dass, wenn das Bpecißsehe Gewicht s > -| ist, dieselben Erscheinungen 
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, als wenn s um ebensoviel < -|- ist | nur dass in diesem Fall 
eingetaucht ist, was im andern Fall frei war und umgekehrt } . Es 
kommt hier zunächst auf den Schwerpunkt eines Tra,pezes an. Dieser 
liegt in der geraden Linie, welche die parallelen Seiten halbirt. Die 
Mitte dieser geraden Linie sei 0, die Strecke von nach der Mitte der 
längeren Seite ^n. Die Strecke von (Fig. 10) nach der Mitte der einen 
nicht parallelen Seite ÄG sei -|m. Das j.j^ j^ 

Parallelogramm mit den Seiten m und n 
und dem Mittelpunkt werde konstruirt. 
Aus dem Parallelogramm wird das Trapez 
durchZutritt zweier Dreicke und den Wegfall ' 
zweier anderer. Ist die Strecke »» + a; die grössere, m — x die klei- 
nere der Parallelseiten des Trapezes [nach Grösse und Eichtong), ao 
verhält sich jedes dieser vier Dreiecke zum Parallelogramm wie x : 8m 
(wo natürlich die Zeichen x und m die Längen dieser Strecken be- 
deuten). Sind Tj, Tj, T^, 1\ die Schwerpunkte jener Dreiecke, so ist 
der (Schwerpunkt T des Trapezes} 





T_0 + i(I, + T, — T,— 


Hier ist 






r.-o + l+iC+l«), 




n-O-l+iC.-ia:), 




T,-0-f-i(»-4«), 




y.-o + f-K« + !»:)• 



also 

Ti + Ta — T3 — 2\ = * 
und 



§ 4.**) Der vertikale Durchschnitt sei ein Rechteck, so sind 
Gleichgewichtslagen erstens die gerade und die Ecklage. Für die 



*) In diesen vier Pormeln iat x als Strecke so angenommen, dass der Eck- 
punkt C des Trapezes + ^ 4- ^ + T '**■ ^^- ^- "^-^ 

*•) Graasmaim. nntersucht im MS. zuerst das Quadrat und dann das Bectteok, 



einig-en gebotenen Aliweiclmngen vom MS,) abgedruckt. (A. d. H.) 
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VII, 8tatiBeh.es Schwimmen, 



Naclilass, 

untersuchen ob ein Dreieck 



anderen Lagen (s < j angenommen), ist 
oder ein Trapez eintaucht. 

Im ersten Fall sei tS' (Fig. 11) der Mittelpimkt, C die eintauchende 
Ecke, die nach C hinatrebenden Seiten {seien die Strecken] a vind b, 
die Seiten des eintanehenden Dreiecks die Strecken xa und yb, so 
wird die {Strecke Äß der) Schwimmlinie 

-p; ij AB = 3!« — )/ft 




Es 



P — S" 


. + xi, 


ST—SC — 


«o + SS 


2 




D+K-ä- 


1). 


f ))[»!.]-(» 


■^~v){'P 



H»»]*)- 




§ 5. Es tauche {vom Rechteck) ein Trapez ein mit der Seite a. 

welche die Mitten der nicht parallelen Seiten 
verbindet, also der Inhalt des Trapezes DU . a, 
somit nach dem Archimedischen Princip 
abs-^DE-a 

DE = bs. 

Die Mitte von DE sei 0, die Parallelseiten ^ (s + I) und b{s — |), 
so ist nach Nr. 3 

T~ = -|^- n. 

Aber die Strecke n, die die Mitte von von FA mit der von BC ver- 
bindet, ist 

^ a — ^b, 

also 

f_S0+0T = |-|i,+ A(»-5i,)_l» + (1-7-^-1!)!,, 

Ferner wird die Strecke AS der Schwimmlinie 
AB=^a—2^b, 

*) In difier Foimel lässt Riasamann den Faktor x — y fort; in FolgR dessen 
ist die Di^kusfliüß Hnvollatuiiidig; Deswegen i:nd weil die| Resultate tiekannt sind 
(sißlip zum Beispiel JuUien, Proljl d mec rat Bd II Seite 396 ff.) wird hier nnd 
im Folgenden das MS nui Ins zur EntwicLeluiig von [pt] abgedruckt. (Ä, d. H.) 
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folglich 
and 

[i"]=(2i(-","--i;)-Äi[»&]- 

VIII. 
Bestimmung Her Kraft zu einer gegelienen Bahn. 

§ 1, Aufgabe. Wenn ein Körper auf ebener Bahn um ein 
gegebenes Krafteentrum sieh bewegt, die Kraft zu finden. 

Ba aei X der Körper, C das Kraftcentrum, A irgend ebi Punkt, 

der als Anfangspunkt der Strecken genommen wird, sodass X — A^x, 

C — Ä=c gesetzt wird, und sei der Radiusveetor von C aus r, also 

X = c -]- r, so ist 

— = — 
dt^ dt" 

dass sie die Richtung r hat. 



die Kraft, von der 


vorausgesetzt wird, 


Dann ist 






dlrdr-] - IrdV] 


^^^'' [*■ 3 c^^st^^iit. 


Sei 




[rdri - [räx] = 



i folgt 

* 55 _ „Vi ^ 

dt' [rdx}' 
{Aber d^x ist der Pfeil des Bogens, dessen Sehne dx ist.} Daher ist 
die Kraft proportional dem Pfeil des Bogens dividirt durch das Quadrat 
des Plächeni-anms zwischen Bogen und Centrum. 

Nun sei f{x) die Gleichung der Bahn, so ist 

f'{x)dx^O, f{x)d''x'{-f'(x)dx^ = 0, 
{wo f{x), f'{x) die Liickenausdrücke (vgl, % Kr. 450, 451) und die 
Produkte wie in %^ Nr. 353 ff. genommen sind. 

Da femer ^x gleiche Richtung mit r hat, so können wir setzen 
d^x = Xr, wo X eine Zahl; dann liefert die Gleichung 

^ 7>)r ' 

ax ^^^j^. r, 

alfioj 

dy ^nxldxl r 

df f{sc)r [rdxy 

Bestimmt man nun zum Liickenausdruck f(x) eine Strecke {f'^x)), 
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ao dass für jede Strecke p 

rw? - [(/"W)ri 

ist*), Bo folgt aus f'{x)dx=^^, daas dx parallel {f'{x)) ist. {Man 
kann also, unter ft eine ZaM verstanden, 

dx = ^(f'{x)) 
setzen und findet damit) 

dt'' " n:->)r 'Hmw 

{Oder, weil 
ist), 

% 2. Insbesondere ist für Ellipse und Hyperbel 
[xlf ± [xaf = [a&]ä, 
wenn a und h grosse und kleine Haibase oder irgend zwei coujugirt« 
Durchmesser sind und der Änsgangspuntt der x der Mittelpunkt ist**). 
{Dajin ist 

f'{x) = 2\xi][U,]±2{xa][lal 

wo l das Zeichen der Lücke ist, und) 

(f'(x)) = ~ 2 [xi'] & + 2 [xa] a, 
f"(x)==^2{[lhf±[laf], 
daher 

n':W('=)r - 2|[(rw)6]' ± [(r(^)) «?i 

-S\[xaJ+ [»:!,]> | [.S]- - + 8 [«»]'. 

Also wird die Kraft proportional mit - 
f{x)r seinen Werth 

2{[xb]lrh}±lxa}[ra\] 

aehreiben. Ist also A der Lückcnausdruek 

A = \hT] \bl] ± lal] lal], 
so ist die Kraft 

^ {Axry 
lat insbesondere x = r, so wird der Nenner constant = [«?']'', das 

*) lat p =1 x^e^ -\- x^e^ und r{x)p =^ x^A, -f x^A^^ so wird 

ir(x)-) A,e, + A,e,. (A. d. H.) 

**) Sind die Zahlen «, und a;, so bestimmt, dasa x ^ x,n -^ x^b^ ao ist für 
Ellipse oder Hyperbel «i'i x^'^ 1. Aber man hat dann 

[i.]_-«,[aS], [iS)_a!.[»i]. (A. iS.) 
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heisst die elliptiache Balin mit dem Mittelpunkt als Kraftcentiiim wird 
mit einer der Entfernung proportionalen Centripetalkraffc durclilaufen. 
Ist x = r -]- e, [wo e die Strecke Tom Mittelpunkt bis zum Brenn- 
punkt, so folgt, weil e mit a paraUel ist, 

Äxr = Arr -\-Are=± \raf + [rh'Y + [6e] [br]. 
Dies ist*) 

80 dass die Kraft 

wird}, slao ikrer Grösae naeh mit -^ proportional. 

IS. 
Bewegung auf einer sieh gleichmässig drehenden Curve. 

{ Setzt man in den Gleichungen (8) § 4 auf Seite 58 

ao wird die Differentialgleichung der Bewegung 

und folglicli ist} 

[(!?-,) !»] = 0. 

Es seien gj, e^, e^ die Grundmaasse, %, x^, x^ die Koordinaten des beweg- 

*) Sind rr, die beiden Strecken von den Brennpunkten nach einem Punkt 
der Ellipse oder Hyperbel, g und Si ifu:e Längen, so ist, fHt die ganze Ellipse 
und den einen Hyperbelast, 

f,"- «'-[(>■,-.■)] I (n + >■)]- 4"" + 4««. 

[. |(r, +r)]_2o' + 2«f, 
dies verbunden mit 

[• I (•■, - 'j) - •■"■ 

liefert _ 

Es ist aber [e \ r] == [i' | e] = -|- [rT>\ , daher 

[br] = _ 1 (a^ _ «« + «e). 
Weiter iat 

Führt man diese Werthe oben ein, so ergiebt sich der Werth yon Axr. (A. d. H.) 
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liehen Punktes, e^ sei die Drehaxe und die Richtung der Schwere g. 
x^ und a^g seien Funktionen von x^ 

x^ = g{x^, x^ = fe(%) 
zur Zeit t = 0, [so sind die Eedigungegleicliangeii 

% — dip^i) = 0, Xg — Ä(%) ^ 
und damit wird nach § 1 Seite 50 j 

[tal _ - j-fe) V,- ).K)%.i + V,-l{e,+c, %f- + c. «Si) . 
Ferner sei e^g{xj) -\- e^ihiXi) = r gesetzt, so wird also 

{Zur Zeit t ist aus x geworden 

aus -T— aher j— ^"'^ wenn « die Winkelgeschwindigkeit ist, und damit 
wird die Bewegungsgieiehung 

oder weit r auf e^ senkrecht ist, 

Aber es ist 

_(rt,,_,.„^_ + 2„__„.,) 

und das innere Produkt ändert sieh nieht, wenn beide Faktoren in der- 
selben Ebene um denselben Winkel gedreht werden. Daher ist 

[sF (" ^ 1 « a;J - Lfe - ° •■) 1 s;J + ^4* 31 ' aij ■ 

Im letzten Produkt rechts ist -jr mit -=- parallel, &^ao steht i -rr auf ^— 
dt dx '^ ' di dx 

senkrecht, sodass dieses Produkt gleich Null ist. Daher die Gleichung 

??-. + [© -«■^U^ = o. 

Es ist aber 

dr dr dx^ d'r d^r /dx{\^j^ dr d'ic, 
'di^Jx^'~di' di^ ^ dx^Kdf) ' 'dx, ' ~dt^' ' 
folglich 

rf'ic, /, 1 idrW . ldx,\^rd'r , rffi . ,r , dr^ 
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Die Curve sei eben uai liege in der Ebene e^^e^, so ist h(Xj^ = 0, 
r wird = e^g(Xj), daher hat man die Gleichung 

X. 
Zur Theorie des Foiieault'selien Pendels.**) (1853.) 

Ist jj(| der Träger des Auf bängepunkts dee Pendelsj w die Strecke 
vom Äufhängepunkt zum Pendelpunkt, so zeigt die io § 6 Seite 65 
angestellte Betrachtung, dass 

(d^ra + 2KSm + ß^Oo + ra)) ß"' 
gleicli ist der Summe der zur Zeit ( auf den Pendelpuukt wirkenden 
Kräfte. Diese sind, zur Zeit f = 0, 1) die Anziehung der Erde, die 
nach Grösse und Richtung — g' sei am Orte dea Pendelpunktes, 2) die 
Spannung des Fadens = Ära, wo X eine Zahl, 3) der Widerstand der 
Luft, der dem Quadrat der Geschwindigkeit proportional sei und also 
^ — fi(tfto)ff(a gesetzt werden kann, wenn fi ein Zahlenfaktor ist und 
(oft)) die Länge von da bezeichnet. Die Summe der Kräfte zur 
Zeit t ist also 

= e'"{— g' ^ Im — ^iS&})So)), 

so dass man die Gleichung 

«'» + 2«ä» + «'(a + a) _ - S'+ 1«. - p(äa,)ä» 
hat. Die Strecke — ff'^ «^(i^o ~l~ "') i^*' ^^^ wirkliche Schwere am 
Orte dea Pendelpunktes, die aieh aus der Erdanziehung und der Centri- 
fugalkraft zusammensetzt. Sie sei für die Ruhelage des Pendels mit 
^ g und für die Verschiebung mit — g — ii bezeichnet. Setet man 
ein, so erhält man 

[Ä^to . to] + 2[ßd«> . <a] + Kß + m)dj] 4- (t(iSw)[.Jiu . w] = 0. 
Nun sei — l das Pendel in der Gleichgewichtslage, und 

wo senki-echt und tj parallel l ist. Dann wird 
(1) - [?"!] + b(>] + « - 0, 

wenn man mit ö die Summe 

W\9 + ^1 + Wq\ + 2[«Ö« . m\ + [««] + ft(iJra)[Ö« . ra] 



*) Vgl. Jullien, Probl, möc. tat. Bd. H. Seite S36 ff. 
"*) In miiglieliBtem AnseUusB an das MS. rom Herausgeber frei beaibeitet. 
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96 X. T'oucault'Eclies Pendel, Nacblaas, 

Lässt man zuerst 6 weg, so erhält man die Gleiehung 

(2) - {q"1] + L^pJ = 0. 

Setzt man 

^ = G coä :it -\~ H sin xt, 

WO G und H ewei constante, ku i senkrechte Strecken bedeuten, 
so folgt 

&" = — «'?■ 
Daher muss 

«'[(■q + bd -0, 

sein, also x^l =^ ^, was möglich ist, weil l und 3 parallel sind, und woraus 

Die Gleichung für p stellt eine Ellipse dar. Sind £^ und i^^ 
ihre Haihasen, T die Zeit, wo sieh der Pendelpunkt am Ende von E^ 
befindet, so ist 

£, cos x{t — T) + i^i sin x(t - T) 

eine Strecke, deren Endpunkt die nämliche Ellipse durchläuft. Nimmt 
man an, diese Ellipse drehe sich in der Horizontalebene, und E-^ mache 
zur Zeit i mit der einen Axe e^, der zwei festen gegeneinander senk- 
rechten Aien e, und Cg, den Winkel ij>, so kann man setzen 

E^ = £(^1 cos 1/- + e^ sin ^), 

F^ == F{— e^ sin ■$ -{- e^ cos ip), 
so dass 

p=i;(e^cos^4-e2sin)/j)cosK(f— 2') + i'X— eiaini('4-e3Cos)^)sinx((— y) 
sich ergieltt. 

Sind die vier Zahlen E, F, ^, T eonstant, so genügt dieser Aus- 
druck der Gleichung (2) und man kann nun versuchen diese vier 
Grössen als Funktionen der Zeit so zu bestimmen, dasK er auch der 
Gleichung (1) genügt.*) 

*) Für diese Bestimmung sei auf Claussen, Pogg. Ann. Bi^änzungaband 4, 
Seite 155 verwiesen, da GraBSmann diesem Aufsatz sicli eng anBchliesst. (A. d. H.) 
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XI. Die Mechanik nact d. Principien d. 

XI. 
Die Mechanik uacli den Prineipien der Ansdehniingslelire. 

Zweite Abhandlung.*) 
§ 1. Icli beschränke mich in dieser Abhandlung auf die Än- 
wendong des Begriffs der Punktgrösse erster und zweiter Stufe auf 
die Mechanik. 

Es ist au sich naturgemässer statt der Strecke x, deren Anfan^- 
punkt fest ist, nur ihren Endpunkt au bezeichnen, da ihr Anfangspunkt 
etwas willkürliches in die Betrachtung hinoinbringt. AUein dann muaa 
dieser Punkt als Grösse aufgefasst werden, sodass an ihrem Begriff ein 
zweifaches hervortritt, erstens die Lage des Punktes und zweitens eine 
Zahlgroase (nach der Ausdehnungslehre von 1844 das Gewicht). Das 
Zeitdifferential S setzt aber die TJnTerUnderlichkeit des Gewichts voraus. 
Durch diese neue Betrachtungsweise werden die Formeln der ersten 
Abhandlung (Seite 46fF. } nicht wesentlich verändert; aber ganz neue 
Beziehungen treten durch die Punktgrössen zweiter Stufe hervor, Be- 
ziehungen, welche zwar von Poinsot, Möbiua, PKicker, v. Staudt, Felix 
Klein (Math. Ann. Bd. 4, Seite 403 ff.) theilweise dai^estellt, aber nicht 
aof ihr Wesen zurückgeführt sind. 

Als Punktgrösse zweiter Stufe erscheint i^mlich nach der Aus- 
dehnungslehre von 1844 {Sil § lOÖff.; % § 247, § 249) das Produkt 
zweier Punkte, das heisst der Linientheil, der zwischen den einfachen 
Punkten liegt, welche die Faktoren bilden, so nämlich, dass zwei Pro- 
dukte [ab] und {cä\ in welchen a, b, c, d einfache Punkte sind, dann 
und nur dann als Linientheile einander gleichgesetzt werden, wenn 
[ffl&] und [cd] in derselben geraden Linie liegen und gleiche Biehtung 
und Länge haben. Ausserdem erscheinen aber als Punktgrössen zweiter 
Stufe die Summen solcher Linientheile (Piücker's lineare Coraplexe 
und V. Staudt's Nullsystem). 

Sowie aber die Differenz [et — b] zweier einfacher Pujikte als un- 
endlich ferner Punkt, genauer als Strecke, sich darstellt, nämlich als 
die Strecke, die von h nach a gezogen wird und diese Strecke gleich- 
falls als Punktgrösse erster Stufe aufgefasst werden muss, so e);seheint 
das Produkt von zwei Strecken, das heisst der Flächenraum von be- 
stimmter Grösse und Ebenenrichtung als unendlich entfernter Liaien- 
theil S 31^ § 276 ) . Schon in der Ausdehnungslehre von 1844 { §§ 122—124 ) 



*) Naoli. mehreren MS., deren eines von Grasamaim wenige Woctea ■ 
seinem Tode einem seiaer Sötne diotirt wurde. (A, d. H.) 
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sind diese Begriffe auf die Mechanik angewandt, indem die auf einen 
festen Körper wirkende Eraft, da sie ihre Wirkung nicht ändert, so- 
bald aie als Linientheil gleich hleibt, auch als solcher Linientheil auf- 
göfasst ist. Es ist hieraus das Gesetz abgeleitet, dass die auf einen 
festen Körper wirkenden Kräfte stets der Summe dieser Kräfte gleich- 
wirkend sind. Ist S diese Summe, so ist die Bedingung dafür, dass 
S wieder ein Linientheil ist, ausgedrückt durch die Gleichung [SS\ = 
oder, wenn 

S = ^ + B+ C-\ 

iat, 

2[AE] + 2[AG] + 2[BC] -\ = 

I vgl. St^ § 124; %, § 286 1 . Die uoendÜoh entfernten Linientheile werden 
dann die Poinsot'schen Kräftepaare (vgl. auch Math. Ann. Bd. 4, Seite 404 
Anmerk. ***^. 

Die Darstellung des Zusammenhalts der Liniengeometrie mit der 
Mechanik starrer Körper von F. Klein (Math. Ann. Bd. 4, Seite 403—415) 
{sowie die Theorie des Nullsystems von v. Staudt} entbehrt des durch 
die Ausdehnungslehre dargebotenen, einheitliehen Bandes. Dies beruht 
in der (nicht auf eine gerade Linie zurückführbaren) Summe S der 
Linientheile, welche sowohl das Staudt'sche NuUsystem als den Plüeter- 
schen linearen Complex umfasst. Die Ebene, welche einem Punkt a 
entspricht ist [fflS], der Punkt, welcher einer Ebene k entspricht [aS], 
die Nulllinien P sind die der Gleichung [PS] = eut sprechenden {und 
sie bilden den durch S bestimmten Complex.*)) 

*) Sind p, a, Ö, c, d einfache Punkte, ro folgt 
[p.ub.ab] = 0, 
{^.ab. ac\ + [p.ac.ab] = = p[ab . ac] + p[ac . ab], 
[p .ah . ed] + [p .cd . ab] ^p[abed]. 
Darans ergiebt sicli dasa, wenn F und Q irgend zwei Linientheile sind, stets 

lprq] + [pQP]-p[PQ] 

iat nnd weiter, daaa für irgend eine Summe S von Limenth.eilpn 

[,SS] - ti.[SSJ 
iat. Mit Hilfe der ErgiiuEungen ergieht sich, für einen Ebanentheil je die Gleichung 

[.»SJ _ i«(SS]. 
Definirt man. nun eine reciproke Beaiehimg, indem man einem Punkt a, die 
Ebeue [aS] entsprecten iäaat, ao entspricM der Ebene a dei PunM p, der aus 
{pS\ = a folgt und = [aS] -wird. Da, wenn [ßS] = dem Punkt t gesetzt -wird, 
[aS , aS] = [aSi\ = [aiS] wird, so folgt aus [««] -= auch [aS . aS] = 0. 
Diese Gleichung ist aber nach Standt, Geom, d, Lage § 10 Seite 60 Bedingung 
der reciproken Beziehung, Da femer der Ebene [aS^ der Punkt [aiS.S]^:« 
entspricht nnd dem Pnnkt [cS] die Ebene [ßS . S] = «, so ist die Beziehung 
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Die inTolutorische Lage zweier linearer Complexe, riditiger zweier 
GrösBen zweiter Stufe, 8 und S^, ist durch die Gleichung bedingt 
[SS^] =' 0. Ist 8 { mit Hilfe TOn vier Pimkten a, h, c, d in der Form | 

8 = xah -\- x'ed -{- yac + ^'di + gda -\- s'hc, 
{wo die Koefflcienten x,x' ,y,y',s,s' Zahlen sind} dargestellt und jS^ 
entsprechend mit dem Indes 1, so wird die Gleichung 

x%( + x'x^ + l/1/i' + 1/ Vi + ss{ + 3'% = 0. 
Also Incidenz {der beiden Grössen S und Si}.*) 

§ 2. Jede irreducibele, das Hekst nicht auf eine Einzelkraft 
redueirbare Summe ist zurückführbar auf zwei Kräfte und zwar sind 
dabei vier numerische Bestimmungen willkürlich, nämlieh 

a) ein Punkt der einen Kraft und die Ebene der andern, falle nur 
beide, Punkt und Ebene auseinanderliegen j siehe %^ Nr. 285 oder} 

b) die Li^e der einen Kraft, falls sie nicht die Lage emer Null- 
linie hat. 

Ist nämlieh \a\i\ die (Linie der) einen Kraft und 
S = x\a})\ -\- \cS\, 
wo % eine Zahl, so folgt, dass B — %\a,}}\ sieh auf eine Liniengrösse 
reduciren, also 

\8 — v\a})^ = 



i mu88, woraus 



- 1x\8a\)\ = 0, 



sich ergiebt, wenn nicht \8ab'\ = 0, also [«6] eine Nulllinie ist. 
Weiter hat man 

laSl^iacd], [hSl^lbcd], 

laS . iS] = [acd . bcd] = [crf] ■ [abcd], 

womit [cd] bestimmt ist. Dies setzt \abcd\=^0 voraus. Wäre 

{a1)od] = 0, so wäre [«&S]^0, also [afe] eine Nuilliuio. Ist dies 

ausgeschlossen, so ist folglich 

eine involutoriscbe (Staudt, 1. c, g 16 Hr. 213 Seiti" HS) Endlieh geht, weil 
[a . aS] = ist, die dem Punkte a entsprechende Ebenn durch a selbst, alao 
giebt die Beziehung ein NuUsystem (Staudt, 1. c §24 Nr 321 Seite 191). SoU 
ab eine NulUinie sein, bo rauss jeder Punkt j»« -j- qb in dem Schnitt der Ebenen 
[bS] mid [6S] liegen, woan nur [abS] = zu aein biaucht Vgl. auch Möbius' 
Werke Bd. 1, Seite 489 und Bd. 3, Seite 122. (A d H j 
*) lat iS, eine Liniengrösse, so ist 

und die Bedingung, dafia iS, eine NuUlinie ist, wird dann durch die Gleichung 
des Textes gegeben, die zeigt, dass die NuUlime» einen Comples bilden. (A. d. H.) 
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S" = 2[oi(!<i], 

Ist umgekehrt diese Gleichung erfüllt, so ist S = pla])\ -\- lad], wo jo 
ein Zahlenfaktor ist. 
Die GrleicäiuQg 

^sS^ = iahcd] 

spricht eineii hekannten Satz von Chaeles aus { Gergonne Annal. XVIII, 
Seite 372. ScheU, Theor. d. Bew. u. d, Kräfte 2, Aufl. Bd. 1, Seite 60; 
Bd. 2, Seite 27.} 

§ 3. Wenn nun, wie leieht zu zeigen, die unendlich kleine Rota- 
tionshewegung um eine Axe gleichfalls durch einen Linientheil voll- 
kommen dargestellt werden kann, indem nämlich die Grösse der un- 
endlich kleinen Rotation durch die Länge dieses Linieutheils dargestellt 
wird { vgl. Seite 80 1 und ferner sieh ergiebt, dasa das Resultat zweier 
unendlich kleiner um verschiedene Axen stattfindender Rotationen stets 
TOn der Reihenfolge derselben unabhängig ist, also das Grundgesetz 
der Addition gilt, so versteht sich von seihst, dass alle Gesetz für 
die Wirkung der Kräfte auf einen festen Körper identisch sind mit 
den Gesetzen dieser Rotation, vorausgesetzt, dass jene Kräfte und diese 
Rotationen als Punktgrössen zweiter Stufe aufgefasst werden {vgl. auch 
% Nr. 347 Änm.|. 

§ 4 Fliehmoment einer Kraft p — als Strecke gedacht — in 
Bezug auf einen Punkt, von dem der Angriffspunkt um | die Strecke ) r 
entfernt ist, ist 

b i »-1*) 

und so das Fliehmoment für eine Reihe von Kräften 

- ^If i rl 
Aendert sich der Bezugspunkt, wird er etwa g, so wird jene Summe 

-Z[}.l(r-ä)l+£[p|ä], 
oder, wenn 2^p = s ist, 

= ^[ß\(r-q)] + ls\a]. 
Wann iat Z[p \ (r — q)] = 0, das heisst Sip | r] = [s 1 g]? Es sei 
2[p I >*] = ßs*, so muss sein [s \ (as — g)] = 0, das heiast ks ^ q 
normal zu s, wodurch die Lage g bestimmt ist; g liegt in der durch 
den Punkt as bestimmten gegen s senkrechten Ebene. Es versteht 

*) Vgl, Schweins. Joutn. f. Math, Bd, 38, S, 77, 
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sich von selbst, dass die Linie, in welcher der Endpunkt von 5 liegt, 
zu s senkrecht ist. Der Ort der Pnnkte q ist bei einem ebenen Kraft- 
Bjstem die Hauptlinie, bei einem räumlichen System die Hauptebene, 

xn. 

Tf ägheitsmomeiit. *) 

§ 1. Es sei X der Radius des in Bewegung begriffenen Punktes 
eines festen Körpers und P die zugehörige äussere Kraft, m die Masse 
des Punktes, so hat man die Gleichung {vgl. Seite 54) 

Die linke Seite ist -^ I^m \x -^ oder der Differentialquotient der 
Plächengeschwindigkeit. Wenn nun der Körper einen festen Punkt 
hat, in dem der Ursprung der Strecke x üegt, so besitzt er eine von 
Moment zu Moment wechselnde instantane Drehungsase. Ist diese p 
und steUt die Länge von p die Grösse der Winkelgeschwindigkeit um 
diese Axe vor, so ist |vgl. Seite 79 § 16 1 

dl = I [px]**), 



also die Flächenbewegi 
Setzt man 



= Sm[x 1 px] . 
Sp = £mlpx \ x], 
so wird die Flächenbewegong = | Sp. Nnn ist allgemein 
[q ] Sp] = Z:m{q{x \ px)] = Ilm[qx \ px] = Sm[px | qx] = [p | Sq]. 

Daher wird 

\jP 1 Sp] = 2^m[px ] px] = 2Jm -p^x^ sm^px, 
das heisst gleich p^mal dem Trägkeitsmoment in Bezug auf die Axe p. 
Somit ist das Trägheitsmoment 

= i^\M . 

^__^ P^ 

*) ^ 1 ist »1 moglich''t engi,m Äiisi,hIuaB an die MSS \ m Heriusgel er frti 
bcarbPitet fA d H) 

'*) In dem Mfe dem dio oLige yittheilniig entnummen ist setat Lraaamann 
-j- gleich pv wo der Punkt uhpr dem Zeichen die strecke andeuten soll D es 
MS ist uberecktielen nieh Jacobi Grelle jl und enthalt die populäre BrklaruCjf 
der BrBchemungen dos IFeaaelschen Eotationsapparatefi aus dem ilicliHnsatz die 
Grassmann 1866 m der NaturforsLliendeii Oeaellscliaft zu Stettin fSitzmig am 
31 Tarniar; ftege'jen hat wie mir Herr Dr H Grasbmann in HiJle mitgetiieilt 
hat Darf man diiaus vielleicht achliessen dass Giasömann m den funf?iger 
Tahren Aat m'ieTP Produkt zweier btrpckpn wieder d.le Streikp gedeutet hat wie 
Himütm diPH that! (». d H 
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§ 2. Die letendige Krsft T ist 

Ist x^^ der Träger des Sehwür punktos und gehen die Träger x Yom 
Schwerpunkt aus, so ist die Gesammtgeschwindigkeit eines Punktes 

Daher die lebendige Kraft T 

= ii.-».[(t+lM)(i* + M)]> 

2i'-[^i^]^'»+ i i»[!.-^]+2»[^-i--]+£'»ri.«b»=i, 

oder weil die x vom Schwerpuntt ausgehen, also l^mx ^ ist, 

§ 3. Um die Hauptaxen zu finden, haben wir drei aufeinander 
senkrechte Einheitsstreeken a, b, c zu finden, Bo dass 

(1) Sp -Alp\ä]a + Blp 1 !,]!, + C[j) 1 e]e 
wird.*) Dann folgt 

(2) Sa — Aa, SS — Bt, Sc. — Ce. 

Sind nmgeltehrt diese öleicliniigen erfüllt für drei Strecken a, b, c, so 
folgt ans ilinen 

[S \Sa]~A[a\ b], [o j Sb] — By, | o], 
daher wefl [S 1 So] — [a | SiJ, 

(A-B}[c\b]~0, 
also wenn ^ ^= £ ist, [a | &] = 0, das heisst h auf ffl senkrecht. 

Ebenso folgt, wenn Ä^ C, B=^ C, dass c aiif rt und auf b senk- 
recht ist. Da nun aus 

p ^= cca -}- ßi -\- yc 
Sp = ccSa-^ ßSb-j-ySc 



folgt, so wird 
nnd weil 



. = 01«], ß-=lp\hl y=-[p\el 
: Ausdruck (1) fiir Sp. 

a nämlicli p ^^ aa -\- ßb -{- yc, so wird [p | «] =^ « nid i 
ö> = -aß« -f Bßb -]- Cyc, 

(Ä. d. H.) 
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Setzt man nun um die (2) zu erfüllen 

a = xe^-\- ye^ -{- se^, 
wo ej, e^, % drei gegenseitig senlcreclite Einheitsstrecken sind und x, y, z 
noeh zu bestimmende Zatlön, und weiter 

Se^ = e', Se^ = e", Se^^c'", 
so folgt 

Sa =^ xe' + ye" -\- se'" 
und die Gleichui^ Sa = Au liefert dann 

x{e — Ae^) + y {e" — Ae^) -\- z{e"' — Ae^) = 0, 
(und dureli Multiplikation mit zweien der Koefficientcn, da nicht die 
drei Grössen x, y, s Null sein soUen) 

(«■ -Aei)(e"~ Ae,) («"' - ^e.) _ 0, 
was eine Gleichung dritten Grades für A ist. 
Sei A^ eine reelle Wurzel und dann 

e' — A^e^ = p^, e"— A^e^ =i>s, e'" — A^&^ = Pst 
{so folgt 

^Pi + yP2 + ^ J's = 
und daher 

v[PiP2]'^ ^[PiPs]=^'^> 

3'^[PiPi]-\- ^UhPä}^^- 

Weil die drei Strecken PuP^tP^ derselhen Ebene parallel sind, stehen 

die drei Produkte [i)ii>g], [pgiJBli [i'ai'i] ^ einer Zahlbeziehung und 

es ergiebt sich) 

3) : »/ : s == |>ai)g] : [p^Pt] '■ [PiPsl 
Um die beiden andern Strecken & iiaA c zu suchen, setzen wir statt 
«1,(^,63 jetzt die drei Maasse e^,e^,a, wo e^, e^ senkrecht gegen a 
angenommen sind, sonst aber das Normalsjstem e^e^a willkürhch ist, 
■während e^, e^ natürlich andere Bedeutung haben als eben; und es sei 

1) :=ue^ ^ ve^ + wa. 
Sei mm 

Scj = e', 8e^ = e", 
so liefert die Gleichuüg Sb = Bh 

u{e' — Be,) + V (e" — Be^) -\-wa{A — B)== 0, 
(e- - Be^) ie" - Be^)a{A - B) = 0, 
also wenn A -\- B 

(e' — Be,) (e" — Be^ja ^ 0. 
Es ist dann 

L» ] e'] = [a 1 SeJ = [ß, | Sa] = [e, | «1 = 0, 
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daher e' und ebenso e" senkreclit auf a. Ferner ist 

h 1 «n - h I Se.-J _ [., 1 Se,] - h I e"]. 
Somit kann man setzen 

1«; = ..«. + .^, 

\e = K% -\- K^e^. 

Damit wird die Gleicliiing für B 

(ß^fj + «f^ — -^^i) ('^'^1 + «a^B — Be^)a = 0, 
oder 

(4) (.. - B) K - J*) - «'■ 

Die Wurzeln dieser Gleichung sind stets reell, weil die linke Seite von 
Null bis ins Unendliche wächst, wenn man B von dem grösseren der 
beiden Werthe «^ und a^ an wachsen läset. 
Ist B^ ein Wurzelwerth, so wird 

(5) M:p = (e" — B^e^a: — (e' — B^e^a = e" — B^e^\ — (e' — B^e^). 

Hierdurch sind a und h, A und B bestimmt; c ist, wenn J5=J= C, senk- 
recht auf a und b. 

§ 4. Es seien jetzt Axen und Momente in Bezug aof einen Körper 
gesucht, der nach beiden Seiten der ijg-Ebene symmetrisch ist. So 
ist 2^m£,^ ^ 0, £mi}^ = 0, also ist in der That die |-Äxe, das heisst 
die gegen die Symmetrieebene senkrechte Linie, eine der Hauptasen; 
sie sei a'. Das Moment in Bezug auf sie ist 21m{^^ + £*) = A, Nun 
seien e-^ und e^ zwei gegen a senkrechte Strecken und {nach Gl. (3)} 
% = \p' I ^] = \ßh I ^] = Sm{ei<JO \ e^x\ = Em\e^xY, 

a = [e' ] fj] = [Sei I ^] = [e" I eil = ^-mie^x | eg»^], 

so sind B, C, h, c durch die Gleichungen (4) und (5) bestimmt. 

§ 5. Es sei die Aufgabe gestellt: Aus den Hauptaxen und den 
Momenten zweier Theile die des Ganzen zu finden. Hiebei können 
wir die Axen dui-ch denselben Punkt gehend annehmen. Es seien 
Ol, «2, a die Axen, A^, A^, A die zugehörigen Momente des einen, \, b^, h^ 
B^, B^, B die entsprechenden Grössen des andern Theiles und c^, c^, c, 
Gl, Cg, C die des Ganzen. Also, wenn man 

rp _ C[ji I e]» + C,[, \c,]q + C,\j,\ c,]c, 
setzt, 

rp — Älp 1 a}a + Ä^{p I »,1«, + jl,[p I »Jo, 

+ Blp \ b]b + S,[p [ iji, + JS,ip 1 VI*,. 

Setzt man j) = c, so folgt 
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+ B\C \ hjh + AM ^il^i + -BJC 1 M^2. 
c sei = x^Oi -\- «j«a + ^ff und Fa^ = a^, Fa^ = fflg', fw = «', so 
bat man 

= x^(Ga^ — a{) + a;a(C% — «/) + ,^(<7a — a'), 
also 

(C«! — «/) (Cfls - O (C« - a) = 0, 
wo 

und so weiter. 

xin, 

Bewegung diircli einen Stoss. 
1839 und 1S42. 
§ 1. {Ist C die Momentan- oder Stosskraft, die auf einen Punkt 
mit dem Träger p wirkt, so giebt das Priucip der virtuellen Ge- 
schwindigkeiten 

wobei) -^ = p' die Geschwindigkeit ist, welche, nachdem die Körper 
sich verlassen haben, mitgetheilt ist. {Für ein Ireies System ist also) 

Setzt man p == Pü '\' ^i ^^ Po '^^^ Träger des Schwerpunktes, so folgt 

p^Hm = 2;P. 
{Die erste Crleichnng liefert dann 

I^limpo — -P + mm') \ S<o] = 0. 
Nun ist fUr einen festen Körper Sa = | [qa] (vgl. Seite 79, § 16), 
also musa sein 

(3 = £[{mp^~P-\~m(a')^oyl = Zm[päqm] + i:[(mo)'—P)qe)']. 
Der erste Theil ist = [pf^'qZmia] = 0. Also bleibt 

2[(«b'--P)5»1-0 
für beliebige q, daher} 

i:[(m(o'— P)i»] = 
sein musa. 

§ 2. i Ist das System eine ebene Scheibe, die sich in ihrer Ebene 
bewegt, so sei tp der Winkel, welchen der Träger ra zur Zeit t mit 
seiner Lage zur Zeit (q bildet und die ra^ sei. Bezeichnen wir mit | a 
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eine Strecke, die aus a dureli eine positiTe Drebung um 90" hervor- 
gelit (vgl. 3I2 Nr. 331), so kami man 

ra ^ cos qjoi, -4" ain 9 1 «„ 
setzen, wodurch 

fti'= {^— sin (pa,^ + cos a \ a)^)ip' ^ tp' | co 
wird. Damit wird die letzte Gleichung in § 1 
(p'£ma>^ = — S[Pm], 
oder, wcna man das Tj'ägheitsmoment Sm a^ =- M setat ) 

•p'- - B ■ iT?"]' 
Wirkt nun eine Stosskral't auf den Punkt mit dem Trä.ger a, so bat man 

mpä^F, M(p'= [Pk] 

{wenn m die Gesaihmtmasse Ijezeiclinet). Die Geschwindigkeit a des 
gestossenen Punktes ist nnn 

«=W+9'' I « 
_ Z _ L^^ I «. 

j ^ Gcgjtben &fcien zwei Scheiben A^ und Jg, ibie bchweipunkte 
seien 6^ und e^, dei gememsame Punkt {m dem sie aufemandei&tossenj 
a mit den Tia^^eiu a^ und «g, die bezughch von den Schwerpunkten 
6^ und Oj aufe genommen smd, ihre Stosslime (so nennen wir die Lime, 
welche gegen die Tangente, die au den Stosspunkt gezogen ist, 'senk- 
recht steht) B, die Geschwindigkeiten dei Schwerpunkte vor dem 
StoBse Pi und p^ und die Schwenkungsgeschwindigkeiten um die 
Schwerpunkte li-^ bezüglich %, die Massen %, %, ihre Trägheits- 
momente -M"^, M^. {Ist nun P die Stosskraft, die der zweite Körper 
auf den ereten ausübt, so theilt sie dem Schwerpunkt die Geschwindig- 
keit — mit und giebt eine Rotations geaehwindigkeit ---^™j. Die niit- 
getheilte Geschwindigkeit des Punktes k^ (sofern er nämlich dem 
Körper A^ angehört) ist somit 

Hiezu die ursprünglichen Geschwindigkeiten p^ und tp^ \ a hinzu- 
gerechnet, haben wir die Gesammtgeschwindigkeit 

beim unelastischen Stoss muss die Projektion der Geaehwindigkcifc auf 
die Stosslinie IB für beide Körper die nämliche sein. 
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{Bezeichnen wir eine auf der Stosslinie B gelegene Strecke von 
der Länge Eins mit ß und setzen P, das die Richtung von B hat, 
= Xiß, wo »■( eine Zalil, so wird die Projektion 

- [ft 1 fl + *,[ i «■ ■ 1 w + ^ tf 1 fl - f- tf «.] [ 1 «1 ■ I fl, 

oder weil 

[i„..iffl_j[«,/ä]_[.,/ji, 

da ja [ffij ß] eine Zalü ist, j 

- [» 1 fl + *i[«,fl + *- + 1_ i«.fl"- 

Der Ausdniek für die entspreehende Geschwindigkeit des Punktes a, 
insofern er der zweiten Scheibe angehört, wird durch Vertauschung 
der Zeiger 1 und 2 gefunden, indem man zugleich — x-^ für x^ setzt 
{weü die Stosskraft, die von A^ auf J^ ausgeübt wird, gleich — P iatj. 
Die Gleiehsetzung beider Ausdrücke liefert 

= -^|^ + i; + xKfl^ + it«.ffl^|. 

Für zwei Kugeln | deren Schwerpunkte die Mittelpunkte sind } fallen 
a^ und ßj mit ß in dieselbe Gerade, daher ist [%^] = i_«äj5] = 0. 
{ Die Strecke p^ — p^ ist ebenfalls mit ß gleich- oder entgegengesetzt 
gerichtet. Nimmt man daher aa, ß sei von Ä^ nach Ä^ gerichtet 
und setzt 

[r 1 fl - «1, [a 1 fl - 'h, 

SO folgt dann) 

^1 = ■ '"'i'"' (q, — ■ ffn) 

und die Drehung um den Schwerpunkt bleibt unverändeit die gleiche 
wie vor dem Stosse. 

XIV. 
Mittelpunkt iilelit paralleler Kräfte.*) 

Es seien an den Punkten Pi, P2) ■ ■ ■ eines festen Korpers die 
Kräfte %, ffj, • angeblacht Es sei I^x = s, das wir als von Null 
verschieden annehmen und 

wo e'und ff" zwei gegenseitig und aufs senkrechte Strecken von der Länge 

Eins, a^, ßf,, y-^ Zahlen sind. Weil Sa = s angenommen wurde, folgt 

Za^ = \, Zft = 0, 2:7; = 0. 

*) Vom Herausgeber frei bearbeitet im Anaobluas aa das MS. 
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Die Wirkungen der Kräfte auf den Korper hängen ab YOn der Summe 

^[p.«.] - i^HPx ■ s] + {.2:ß,P, ■ "■] + l^yxP, ■ ^1- 

Da2^aj=l ist, ist £ßjj)j wieder ein einfa^lier Punkt 0; daSßn^Syj^^O 
ist, stellen die beiden Summen Sß/,Pi, und Zly^pj Strecken vor, die wir 
mit k' und a" bezeichnen wollen. Damit folgt 

2[l>A]-[0s] + [«'»■] + [«"«"]. 
Die Strecken «' und k" hängen von der Wahl der Eichtungen ö' 
und g" ab. Ersetzt man sie durch zwei andere auf s und gegenseitig 
senkrechte Strecken r' und x" von der Länge Eins, so wird 

wo zwischen den Zahlen «, /5 die Beziehung r^ + (5^ = 1 besteht. 
Daher wird 

^te»J - [Os] + [(.«'+(!«").'] + [{(Sc'- ««")r"]. 
Die Richtungen «' und a" gehen also in die kk'-|-^«", ßa' — aa" 
Über, und man kann a und ß so bestimmen., dass diese aufeinander 
senkrecht sind. Dazu ist nöthig, dass 

[(««■+ (i«")l(((«'-««")]-0 
ist, oder 

.«»" ~ «"■) - «■[." 1 «■] + ßv 1 «••] _ 0, 

woraus sich « und ß ergehen. Seien dann die t' und t" entsprechen- 
den Richtungen p und q, und die an Stelle von «' und k" tretenden 
Strecken a and d, so hat man 
(1) Z[y,«J - [Os] + [«ri + [i,], 

WO nun 

gesetzt ist. 

Drehen sieh die Kräfte um irgend eine Äxe, indem ihre Angriffs- 
punkte fest bleiben, so dreht sich s um die nämliche Axe um den- 
selben Winkel und ändert sich nicht. Und wenn mau auch die 
Strecken p und q entsprechend dreht, ändern sich die ß^', yl auch, 
nicht und damit auch nicht die Strecken a und &. Unter der Annahme 
also, dass man mit den Kräften auch die Strecken s, p, q mit drehe, 
gilt nun Gleichung (1) für jede Lage der Kräfte. 

Soll sich H[Px^il für eine Lage der Kräfte auf einen Linientheil 
i-educiren, so rauss dieser die Länge und Richtung von s haben. Ist r 
die Strecke von nach seinem Angriffspunkt, so kann man dann 
^[PAl-HO + r)s} 
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setzen, so daas 

(2) M_M + [6ä] 

sein muss. Mulfciplicirfc man diese Gfleichung mit s, so erhält mau 

_{»?»] + [»?<!]. 

Weil s,p, q gegenseitig seiikreelit sind luid p, q die Länge Eine haben, ist 

I [ßs] == — ö'ö, \lqs']=pß, 
unter ff die Länge Ton s verstanden, so dass 

(3) [«!9]-[Mri 

sein muss. 

Man nehme a zur )/-, b zur g-Axe, die auf beiden senkrechte zur 
a;-Ase eines Coordinaten Systems mit dem Ursprung 0, und nenne 
e,, e^y ßg die auf den positiven Axen der x, y, z liegenden Einheita- 
strecken, Dann sei 

s = w% -\~ ve^ -f- weg, 

jp = w'e^ -|- v'e^ -\- w'e^, 

q == u'\ -j" ""^ ~l~ *""%) 

»■ = ^Ci + J/eg + ä^Cs- 
So wird die Bedingung (3) 

(4) av"= btv', 

wenn wir mit a und 6 auch die Längen dieser Strecken bezeichnen. 
Die Gleichung (2) wird aber 

- «'[«^] + »'[oej + «"[Se,] + «"[««.], 
und diese zerfällt in 

XV — yu== — u'a, xw — tiz =' ^ u"b, yw — «ti == aw' — h-v". 
Setzt man »/ = 0, ao folgt 



oder, nach (4), 
Daher wird 
und weil 



-i'— = -^•— - i? + (»■ -Ty . 
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ist, durch Gleichsetzimg beider Werfche 

Und äbnlich findet sieli mit s = die Gleichung 

*1 Diea Himl die von Minding gefundenen Resultate. Vgl. dessen Haadbuoli 
der theoret. Mecliaiiik i2 Theil des Handhueba der Diff.- u. Int.-Eecim.) Seite 78 ff., 
bes Seite 96 und Journ f Math Bd 14 Seite 289, Bd. 15 Seite 27. (A. d, H.) 
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Beiiierkuug lies Herausgebers. 

Im Vorstellenden sind zuerst die beiden einzigen Arbeiten abge- 
druckt, die GirasBmann üher Mechanik veröffentlicht bat, nämlich die 
elementare Darstellung, die im Programm des Stettiner Gymnasiums 
1867 erschienen ist und die Arbeit aus dem 12, Band der Mathemati- 
aeheu Armaleu, die 1877 gedruckt wurde. Die beiden Publikationen 
sind hier wörtlich wieder abgedruckt, nur Äeusserlichkeiten geändert 
und kleiue Fehler korr^irt. 

Erläuterungen und Bemerkungen, die ich zufügen zu sollen glaubte, 
sind hier, wie auch sonst überall, unter den Tost gesetzt und durch 
ein angefügtes „A. d. H," als Anmerkungen des Herausgehers gekenn- 
zeichnet. Bei der ersten der beiden Abhandlungen habe ich hinter 
§ 63 einen Zusatz eingeschaltet, der sieh im Nachlass fand. Zur Er- 
leichterung des Studiums habe ich einige Fluren beigegeben, die im 
Originale fehlen. 

Die eben besprochenen beiden Abhandlungen enthalten neben den 
§§ 105 und 120—124 %, den Seiten 27—38 der „Geometrischen 
Analyse" und den Anmerkungen zu den §§ 286 und 347 von ^ Alles 
was Grassmann über Mechanik veröffentlicht hat. 

Auch der Nachlass bietet — wider Erwarten — keine grosse 
Ausbeute. Er besteht der Hauptmasse nach aus Excerpten und Rech- 
nungen zu Arbeiten anderer Mathematiker, in welchen öfter, soweit 
der Gegenstand es erlaubte, die Ausdehnungslehre benutzt ist. Der 
Rest enthält eigene Entwürfe und Versuche verschiedener Art. 

Nach sorgfältiger Durchsicht aller Papiere habe ich zwölf Auf- 
sätze zusammengestellt, welche geeignet sind die Anwendung der Aus- 
dehnun^lehre auf die Mechanik des Punktes und des festen Körpers 
zu zeigen und die zugleich Alles enthalten, was aus dem gesammten 
Nachlass mix als neu und interessant erschien. Die unter III, V, VI, VII 
abgedruckten Stücke und XH, von § 2, an lagen bis auf Kleinigkeiten 
druckfertig vor, XI wurde aus mehreren solchen Theilen zusammen- 
gesetzt. Dabei waren nur kleine Veränderungen und Zusätze im Texte 
nÖthig, die in Klammem j } eingeschlossen sind, und einige Erläutenmgen, 
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die in Anmerkungen stelieii. Die Stücke IV, VIII, IS, XIII erfor- 
derten, theils um Wiederholungen Ton früher Gebrachtem za ver- 
meiden, theils weil die MS8. durch ihre Kürze schwer verständlich 
waren, grössere Aenderungen, die ebenfalls in Klammem gesetzt sind, 
wenn sie nur wenige Worte überschreiten. Die MS8, zu den Stücken 
X und XIV, sowie dem § 1 von SU konnten so, wie sie waren, nicht 
gedruckt werden und ich zog es ia Folge desaea vor sie frei zu be- 
arbeiten, wobei ich strebte mich möglichst an die MSS. anzuscbliessen. 
Die Bezeichnungen sind durchweg die, welche Grasamann in St^ 
benutzt hat, auch dann, wenn in den MSS, andere Zeichen angewandt 
sind. Nur die eine Abweichung habe ich mir gestattet, dass ich das 
innere Produkt einer Strecke oder eiaes Flachenraumes mit sich selbst, 
also [p I p] bezw. \pq | pq\ einfach mit p* oder [pg]^ und nicht mit 
p^ oder [j)-] bezeichnet habe, wie dies auch Grassmann in dem Pro- 
gramme gethan hat. 

Freiburg, Frühjahr 1893. J. Lürotfc. 
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I. Ableitung der Krystallgestalten 
aus dem allgemeiuen Gesetze der Krystallbilduug. 



Programm der üttosohule in Stettin, März 1839, 

§ 1. Krystallform und ehemische Zusammensetzmig ala die 5 

wesentlichen Eigenschaften unorganischer Körper. 
Unter allen Eigenschaften, welche das Wesen der unorganischen 
Körper bestimmen, sind die, welche dies Wesen am unmittelbarsten 
darstellen, die chemische Zusammensetzung uud die lüy stallform. Nur 
bei der chemischen Erzeugung und bei der Bildung der Krystallform 
zeigt sich ein eigenthümliches Leben in dem unorganischen Körper, 
während dieser, nachdem sich jene innere und äussere Gestaltung voll- 
endet bat, als ein todter erscheint, der aber dennoch alle kosmischen 
Einflösse nach der ihm durch jene Gestaltung mitgetheilten Eigen- 
thümlichkeit verarbeitet. Beide Lebensausserai^en der unorganischen 
Natur entsprechen den beiden Leb ensthätigkeiten der organischen Natur, 
immlich der Bildung des Organismus und der Umwandlung (Assimi- 
lation) der Stoffe für das organische Leben. — Denn was für die 
organische Welt der Organismus ist, das ist für die unorganische die 
Krystallform, und was für die erstere die Assimilation ist, das ist für 
die letztere der chemische Process. — Krystallform und Oi^anismus 
sehliessen sich einander aus; denn beide bestimmen nicht bloss die 
äussere Umgränzung, sondern auch die innere Gestaltung des Körpers 
bis in seine kleinsten Theile hinein; und kein krystallisirter Körper 
kann daher ein organisirter sein, und umgekehrt kann kein organisirter 
Körper eine Kiystallform haben. Eben so entschieden stellt sich der 
Gegensatz zwischen der Assimilation und dem chemischen Process 
heraus: was wir hier aber nicht weitei- entwickeln können. 
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§ 2. Zufälliges und Wesentliches an dem einzelnen Krystoll. 
Betrachten wir irgend, einen einzelnen KrystaU, so muss uns zuerst 
die vollkommen ebene Begr'änzung auffallen, und wir werden sogleicli 
auf den Gedanken geführt, daas jede Begränzungsebene durch irgend 
eine Kraft erzeugt sein muss, welche eine gegen die Ebene senkrechte 
Richtung hat. In der That finden wir, dass der Körper sich im All- 
gemeinen in jeder mit einer Begränzungsebene parallelen Richtung 
spalten lässt, und zwar in allen parallelen Ebenen mit gleicher Leichtig- 
keit; woraus wir also sehliessen müssen, dass in der auf diesen Ebenen 
senkrechten tlichtung die Kraft des Zusammenhanges geringer ist, 
als in den von der senkrechten abweichenden Richtungen; und jenfe 
Kraft, welche das Erscheinen der BegrSnzun^ebene bedingte, muss 
daher durch den gauzen KrystaU gleichmäaaig hindurchgehen, und ihre 
Wirkung muss in einer Verminderung des Zusammenhanges der Theile 
bestehen. Es gebt hieraus sogleich hervor, dass jeder Kryatallfläehe 
eine mit ihr parallele zweite Begräuzungsfläche entsprechen muss, 
6 auch wenn die FDlche seibat durch f zufällige Umstände unterdrückt 
sein sollte. Auch erhellt, dass es nur auf den Winkel, welchen zwei 
Flächen bilden, ankommen kann, während die Entfernung der Fläche 
TOm Mittelpunkte der Gestalt als etwas zufälliges und wechselndes 
erseheint. 

Betrachten wir nun die verschiedenen Flächen eines und desselben 
Krystalls, so finden wir, dass manche ganz dieselben (physikaliachen) 
Eigenschaften, insbesondere gleichen Glanz und gleiche Spaltbarkeit 
haben, während andere diese Eigenschaften in ungleichem Grade zeigen. 
— Alle Fachen nun, welche gleiche physikalische Eigenschaften zeigen, 
müssen wir ansehen als entstanden durch gleiche (gleich grosse und 
gleichartige) Kräfte, und umgekehrt müssen jede zwei gleiche Kräfte auch 
gleichartige Begränzungsflächen erzeugen. Hieraus folgt unmittelbar, 
dass je zwei parallele Begränzungsflächen gleiche Eigenschaften besitzen 
müssen, indem sie nur die entgegengesetzten. Seiten derselben Kraft 
darstellen. Wir wollen solche nach entgegengesetzter Seite wirkende 
Kraft, wenn sie der ersteren gleich iat, kurz ihre Gegenkraft nennen. — 
Oft finden wir nun Spaltungsrichtnngen, welchen keine Begränzungs- 
flächen entsprechen, indem die angränzenden Flächen diese gleichsam 
überwachsen haben; es iat also auch die wirkliche Erscheinung oder 
die Unterdrückung einer Begränzimgsfläche nur als etwas zufäll^es 
anzusehen, während das eigentlich Wesentliche die innere Struktur des 
Krystalles ist. In der That, vergleichen wir zwei Krystalle von übrigens 
ganz gleicher Beschaffenheit, ao finden wir dennoch, dass oft an dem 
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einen Begränzungsflächen erscliemeii, welche an dem andern nicht hervor- 
tcetea, welche aber durch entsprechende Spaltungsrichtungen Tertroten 
werden. Wir werden aoniit zwei Krystalle, welche dieselbe innere 
Struttur zeigen, als derselben Krjstallart (Krystall-Species) angebörig 
anznaehen haben, wenn auch in der einen Begränzungsflächen erscheinen, 
welche in der andern nicht hervortreten. Aber das ist aus dem Obigen 
klar, dass jede zwei Krystalle derselben Art nicht bloss dieselben Spal- 
tungsrichtungen haben werden, sondern dass auch jede Fläche des einen 
mit der entsprechenden des andern gleiche physikalische Eigenschaften 
(Glanz, Härte u. s. w.) zeigen werde, und daas je zwei Flächen des 
einen einen gleichen Winkel bilden werden, wie die entsprechenden 
Flächen des andern Krystalles. 

Könnte man die innere Struktur des Krystalles unmittelbar unter- 
suchen, so würde man seine äussere Umgränzung ganz bei Seite liegen 
lassen können; da dies aber nicht der Fall ist, auch die Spaltungs- 
versuche nur selten oder nie zu erschöpfenden Resultaten fähren, so 
muss man von der äusseren ümgränzung auf jene zurüekschli essen, 
und zu dem Ende verschiedene Krystalle dei"selben Species untersuchen. 
Nun findet sich, dass im Allgemeinen alle Körper, welche aus den- 
selben Bestandtheilen auf gleiche Weise zusammengesetzt sind, auch 
eine gleiche innere Krystallstruktur zeigen. Vergleicht man daher die 
Gesammtheit der Flächen, welche sich an allen Krystallen derselben 
Species zeigen, so wird man sich dadurch ein möglichst vollständiges 
Bild der Krystallspecies entwerfen können. 

§ 3. Naturgesetz der Krystallbildung. 

Vergleicht man die verschiedenen Flächen eines Krystalles oder 
einer Krjstallspecies, so findet man stets das Gesetz bestätigt, „dass 
wenn darin zwei Kräfte von bekannter Richtung und Grösse als 
Flächen-bildend vorkommen, auch stets die aus jenen beiden gebildete 
mittlere Kraft als Flächen-bildend vorkommen könne", wo man unter 
der mittleren Kraft die Diagonale des aus den f einzelnen Kräften be- 7 
schriehenen Parallelogramms versteht. 

Um den Sinn dieses Gesetzes klar zu machen, wollen wir zuerst 
an einem Krystalle zwei Flächen von gleicher physikalischer Beschaffen- 
heit annehmen; wir werden alsdann schliessen können, dass die sie 
bildenden Kräfte gleich gross sind (§ 2); dadurch ist da,un die Rich- 
tung der mittleren Kraft bestimmt; diese Kraft wird daher auch an 
dem Krystall als Flächen-bildend vorkommen müssen (also auch eine 
Begränzuagsfläche hervorbringen können); eben darum wird sie aber 
nach demselben Gesetz sich mit einer der früheren zusammensetzen 
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können und eine neue mittlere Kraft biMen, und so würde es ohne 
Ende fortgehen, wenn nicht die Natur selbst sich eine Gfränae gesetzt 
hätte, indem die Kräfte desto seltener Flächen-bildend werden, über- 
haupt desto weniger die innere Straktur des Krystalls bestimmen, je 
vielfacher die Zusamnien Setzung ist, durch welche sie entstanden sind. 
Nun fragt sich aber, wie das Gesetz anzuwenden ist, wenn die 
beiden Flächen ungleiche physikalische Eigenschaften haben, also auch 
durch ungleiche Kräfte ei^eugt sind. Da man diese Kräfte, eben weil 
sie auch ihrer Art nach uns ganz verbox-gen sind, nicht messen kann, 
so muBs man eben durch Anwendung jenes Gesetzes selbst zuerst auf das 
Verhältniss jener Kräfte geführt wei'den, ura danach dann die Richtig- 
keit des Gesetzes weiter zu prüfen. Da nun mit dem wechselnden 
Verhältniss jener Kräfte auch die Richtung der mittleren Kraft wech- 
selt, so muss auch umgekehrt durch die Richtung der mittleren Kraft 
das Verhältniss jener Kräfte bestimmt sein. Nimmt man also eine 
ihrer Richtung nach bekannte Kraft, welche zwischen den beiden ur- 
sprünglich gegebenen Kräften liegt, als die mittlere an, so ist dann 
das Verhältniss der ursprünglichen Kräfte bestimmt, und das Gfesetz 
kann nun geprüft werden. 

Noch haben wir hierbei zu bemerken, dass das Gesetz keinesweges 
etwas aussagen soU über das wirkliche Verhältniss der Kräfte, sondern 
nur insofern deren Richtungen dadurch bestimmt sind. Für die Grösse 
jener Kräfte hingegen haben wir keinen Maassstab, so dass wir auch 
nicht im Stande sind, für sie ein Gesetz aufzustellen. In der That 
reicht aber jenes Gesetz, auch in dieser Beschränktheit, schon hin, um 
dadurch die sämmtliehen KrystaUgestalten ihrer Form nach zu entwickeln, 

§ 4. Mathematische Erweiterung des Naturgesetzes. 

Es ging aus dem eben aufgestellten Gesetz hervor, dass man die 

aus zwei Kräften des Krystalls gebildete mittlere Kraft wieder mit 

einer der einfachen Kräfte zusammensetzen und dadurch zu einer Kraft 

gelangen kann, welche ebenfalls Plächen-büdend sein muss. Zu dieser 

letzten Kraft würde man sogleich unmittelbar gelangt sein, wenn man 

^ die ursprüngliche Kraft, welche zweimal ange- 

, wandt ist, doppelt genommen, imd dann so- 

s dieser doppelten und jener einfachen 

Kraft zusammengesetzt hätte. Es seien zum 

Beispiel ab nnd ac (Fig. 1) zwei Kräfte, ad 

* ihre mittlere Kraft; konstruiert man nun aus 

ad nnd ab wieder die mittlere Kraft ße, so lehrt der blosse Anblick 

der Figur, dass man zu dieser Kraft ae auch unmittelbar gelangt sein 
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würde, wenn man die Ivraft frf, welche zweimal angewandt ist, doppelt 
genommen, und diese doppelte Ivraft af mit der eiofaclien Kiaft a< 
zusammengesetzt hatte Daraus ergiebt sieh überhaupt, dass „wenn 
min von zwei gegebenen Kräften aus durch wieileiholte Zusammen 
Setzungen zu eintr neuen Kraft f gelangt, man zu deiselben Kiiffc 8 
auch unmittelbar duich einmalige Zusammensetzung gelai^en wuide 
wenn man jede Kraft so viel mal nimmt, als sie bei jenen einzelnen 
Zusammensetzungen im Ganzen voikommt" — 

Geht min femer von diei urspiunglichen Kiatten jus, die nicht 
m einer Ebene liegen, und setzt zuerst zwei deiselben zusammen, und 
die daraus gebildete mittleie Kiaft wiedei mit der dritten so ist die 
so gebildete Kiaft die Diagonile eines Spithes*), des'^en Kanten den 
urspiünglichen Kiiften gleich und parallel sind Sind zum Beispiel 
ah, oc und ad ("Fig 2) diei ursprüngliche Kiafte, ^^^ ^ 

ae die mitÜeie Kiaft zwischen ab und ac, af die 
m ttlere zw sehe e md ad; so hat man nur durch '^^ 
de gegenul e stehen len Seiten der Parallelogramme 
[acel u d fl df) paa,rweise parallele Ebenen zu 
legen un las Sjath zu erhalten, dessen Diagonale 
af st Man nen t alsdann af die mittlere Kraft , 
zw s hen len 1 e Kräften ah, ac und ad. Hier- 
na h kam in nun den soeben für zwei ursprüngliche Kräfte auf- 
gestellten Satz auch auf drei Kräfte ausdehnen. 

Hierbei ist nun noch zu bemerken, dass nach dem vorigen Parar 
graphen zu jeder Kraft eine ihr gleiche Gegenkraft gehört, und es 
wird also auch gestattet sein, diese Gegenkräfte unter sich oder mit 
den ersteren zusammenzuset-zen; da nun gleiche entgegengesetzte Kräfte 
sich bei der Zusammensetzung gegenseitig aufheben, so hat man, iira 
anzugeben, wie oft jede der drei gegebenen Kräfte vorkommt, die 
Gegenkräfte jedesmal in Abzug zu stellen. 

Um hier durch eine einfache Bezeichnung die Betrachtung zu er- 
leichtern, wollen wir künftig zum Beispiel unter (532) jede mittlere 
Kraft verstehen, welche zusammengesetzt ist aus dem fünffachen der 
ersten gegebenen Kraft, dem dreitächen der zweiten und dem zwei- 
fachen der dritten Kraft; so dass, wenn wir die verschiedenen derselben 
Krystallspecies angehörige Kräfte bezeichnen woUen, jede Zahl, die in 
solchen dreizifirigen Ausdrücken auf dereelben Stelle steht, sich auch 
auf dieselbe Kraft beziehen soll; soll die entgegei^esetzte Kraft ge- 
nommen werden, so bezeichnen wir die Zahl mit einem Strich. So 
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würde nun zum Beispiel die mittlere Kraft zwischen 531 und 421 
gelJen 912, weil die erste Kraft im Ganzen 9-mal, die zweite (3 — 2)-, 
das heisst 1-mal und dio letzte '2-mal vorkommt. Wir nennen diese 
Zahlen seibat die Wiederholungszeiger oder kurz die Zeiger. Die ur- 
sprünglichen Kräfte selbst würden hiernach mit 100, 010, 001 be- 
zeichnet werden müssen. — ■ 

Hiemach würde sieh nun das im Torigen Paragraphen aufgestellte 
Naturgesetz so erweitem: „Wenn an einem Krystall drei Kräfte als 
Flächen-bildend Yorkommen, so muss auch jede andere Kraft, welche 
aus den Vielfachen jener Kräfte selbst oder ihrer Gegenkräfte zusammen- 
gesetzt ist, als Flächen-bildend vorkommen können". 

So würde man eine unendliche Anzahl von Kräften erhalten, 
wobei wir uns aber erinnern müssen, dass diese Kräfte um so unter- 
geordneter sind, je zi^ammengesetzter sie werden; und um hier eine 
festere Gränze zu gewinnen, bemerken wir, dass die Natur bei der 
Bildung jener zusammengesetzten Kräfte selten die Zahl 7 überschreitet. 
Auch ist klar, dass, wenn für zwei Kräfte das Verhältniss der Wieder- 
holungszeiger dasselbe ist, zum Beispiel 321 und 642, auch beide 
Ki^e dieselbe Richtung haben werden, und da das Gesetz des vorigen 
Paragraphen nur die Richtung der Kräfte bestimmt, nicht ihre Grösse, 
so haben wir hier also nur auf das Verhältniss der Wiederholunga- 
zeiger Rücksicht zu nehmen, indem alle durch die obige Ableitung 
erhaltenen Kräfte, in denen das Verhältniss jener Zeiger dasselbe ist, 
nur ein und dieselbe in dem Krystall wirksame Kraft darstellen. — 

9 § 5. Auswahl der ursprünglichen Kräfte. 

Es leuchtet ein, dass weder durch die Annahme einer ursprüng- 
lichen Kraft, noch durch die Annahme zweier, der Krystall allseitig 
bestimmt ist; denn die zusammengesetzten Kräfte, welche aus zwei 
ursprünglichen Kräften iind ihren Gegenkräften abgeleitet werden können, 
liegen alle in einer Ebene, und würden den Krystall nur nach den 
Richtungen dieser Ebene bestimmen; damit derselbe also allseitig be- 
stimmt sei, sind drei ursprüngliche Kräfte, die nicht in einer Ebene 
liegen, erforderlich. 

Ist nun durch drei ursprüngliche Kräfte eine Reihe von abgeleiteten 
Kräften bestimmt, so wird man zu derselben Reihe von Kräften ge- 
langen können, wenn man drei beliebige von den abgeleiteten Kräften, 
die nicht in einer Ebene liegen, als ursprünglieho auswählt und aus 
ihnen zusammensetzt, nur dass alsdann natürlich die Wiederholungs- 
zeiger ganz andere werden. Wollte man zum Beispiel die Kräfte (321), 
(531) imd (421) als die ursprünglichen ansehen. und daraus die Kraft 
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432 aMeiten, so hätte man nur das Dreifache der ersten Kraft (321) 
mit der entgeger^esetzten von der zweiten (531) au verbinden*). Es 
wird also bei einer gegebenen Krystallspeciea möglich sein, drei be- 
liebige Kräfte (deren Verhältniss man durch die Richtung zweier abge- 
leiteter Kräfte bestimmt) als die ursprünglichen anzusehen, nur dass 
man bei der einen Annahme einfachere Zahl Verhältnisse erhält als bei 
der andern. Auch muss man hier besonders darauf achten, dass, wenn 
gleiche Kräfte auftreten, diese auch schon durch die Art ihrer Zu- 
sammonsetztmg als gleich erscheinen müssen. 

Es fragt sich nun noch, ob man auch mehr als drei Kräfte als 
ursprüngliche ansehen könne. Nehme ich aber vier von einander un- 
abhängige Kräfte an, das heisst so, dasa die vierte nicht durch Zu- 
sammensetzung aus den übrigen erhalten werden kann, so würde durch 
je drei von ihnen der Krystall überall anders bestimmt sein; es würde 
also überall ein Widerstreit entstehen. In der That finden wir stets 
in der Natur nur drei ursprüngliche Kräfte als den Krystall bestimmend. 

§ 6. Gleioliwerthige Träger. 
Um nun die unendliche Menge der Gestalten, welche sieh nach 
dem obigen Gesetze (i? 3 und 4) entwickeln zu übersehen, so fassen 
wir die Gesammtheit allei vollk mmen gleichartigen Flachen emei 
Kryst lUspecies jedesmal zu einer emz gon Gestalt zu&immen und 
nennen sie eii e einfache Gestalt so dass also jedei R.ry tall welcher 
ungleichartige Fliehen daibietet anzisehen ist tIs zusammengesetzt 
aus so vielen einfachen Gestalten als er versch edene Arten von Fhchen 
darbietet und es wiid hiei ilso zunächst nur laiauf ankommen, diese 
pinfachtn Gestalten dai zustellen 

Jede einfache Gestalt wird nun nach lern eben Gesagten duich 
Kräfte lestinimt sein welche einai lei vollk mmen gleich sind Es 
werden abei nui dieiemgen Kräfte als vollkommen t gleich ingesehen lo 
werlen können welche ais gleichen Eiementaikutten die auch gleiche 
Lage gegen einander haben auf die^elb W eise lurch Zusammensetz mg 
entstanden sind 

Um diese Betiachtung i m m das geometiische Gel let hmubeizu 
ziehen wollen wi statt der Fhchen h Idenden Kräfte Flachen tiagende 

*) boUen uberhaujt die Ktitte beb) cfg f^il) -tlo de ui-si n nglichen an 
gesehen un l daraus die Kraft [mn) 3,\ geleitet werden so hat man um die Zeige 
a., y, ^ zu finden durch die man aus jenen diei Kräften die gegebene Kraft (Imii) 
ableiten kann, folgende drei Gleichungen : 

ü^ + ey + l) =1, cx-i-^y + ia = m, ix + ^y + iz ^ n. 
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Liniea einführen, das heiast aolcho Lioien, welche auf den augehörigeu 
Ebenen senkrecht stehen. Wir nennen diese Linien die Träger ihrer 
Ebenen; die Träger, welche einer einfachen Gestalt angehören, nennen 
wir gleichwerthig, und denken sie uns für ein und dieselbe einfache 
Gestalt gleich lang. Die sechs Träger, welche den drei Elementar- 
kräften und ihren Gegenkräften entsprechen, nennen wir Elementar- 
träger; und je zwei entgegengesetzte zusammengenommen nennen wir 
eine Elementar-Axe oder kurz Ase, und den Verein der drei Axen das 
Axenkreuz. Da die gleichwerihigen Träger immer den vollkommen 
gleichen Kräften entsprechen, so gilt das, was von diesen gesagt wurde, 
auch von jenen, dass zwei Träger nur dann als gleichwerthig angesehen 
werden können, wenn die drei Elementarträger, aus denen sie auf 
gleiche Weise durch Zusammensetzung entstanden sind, sich nur dem 
Orte nach, nicht ihrer Grosse und gegenseitigen Lage nach, unter- 
scheiden. Die erste Bedingung ist also gleiche Art der Zusammen- 
setzung, das heisst Gleichheit der Zeiger; so würde zum Beispiel der 
Träger (531) mit dem Träger (315) oder (1Ö3) u. s. w. gleiche Art 
der Zusammensetzung haben, indem die Wiederholungszahlen gleich 
sind, und sich nur jedesmal auf drei andere von den sechs Elementar- 
kräften beziehen. — ■ 

Daraus folgt, dass es im Allgemeinen (wenn nämlich nicht mehre 
Träger zusammenfallen) 48 Träger geben muss, welche auf gleiche 
Weise zusammengesetzt sind. Nämlich sind unter den Buchstaben 
6, c, b die Wiederholungszeiger verstanden, so sind in dem Sinne des 
§ 4 die 48 Träger folgende: 
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Die unter den Kolumnen gesetzten Punkte und Striche drücken 
die Stellung der Striche für jede Kolumne aus, indem die Punkte die 
Stellen, wo kein Strich ist, bezeichnen soUen. Wir erinnern hierbei 
noch einmal daran, dass die Zahl (die Buchstaben sind hier eben nur 
Zeichen für beliebige Zahlen), welche in diesen Ausdrücken fUt die 
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Träger auf derselben Stelle steht (zum Beispiel auf der ersten), eich 
immer anf denselben Elementarträger, oder wenn ein Strich darüber 
gesetzt ist, auf den entgegengesetzten bezieht; und wir wollen künftig 
den Elementarträger, auf den sich jedesmal die an der ersten Stelle 
stehende Zahl bezieht, mit b bezeichnen, den der zweiten Stelle ent- 
sprechenden mit c, den dritten mit d, so dase zam Beispiel (532) den 
Träger bedeutet, welcher aus dem fünffachen von t), dem dreifachen 
von c und dem zweifachen von ä zusammengesetzt ist. 

Damit aber zwei Träger gleichwerthig sind, muss ausser der Be- 
dingung, dass die Art der Zusammensetzung f gleich ist, noch die ii 
zweite Bedingung erfüllt werden, dass die drei Elementartr%er, aus 
welchen der eine entstanden ist, mit den entsprechenden Elementar- 
trägem, aus welchen der andere auf gleiche Weise entstanden ist, 
gleiche Grösse und gleiche gegenseitige Lage haben müssen (wobei 
die gegenseitige Lage zweier Tiagei durch den Winkel, den 'ue ein 
schliessen, bestimmt ist), so zum Beispiel ist dei Tiagei (32Tl aui den 
Elementartugem h, t, d ebenso entstanden wi>- zum Beispiel dei 
Tragei (312") aus den Elementaitiagem i, d, c Denn indem der 
ersteie aus dem dieifaehen vcn h, dem zweifachen \on c und dem 
einfachen Tiager d zus'unmengesetzt ist, so ist der letztere aus dem 
dreifauhen von i, dem zweifauhen von d und dem emiichen Ti tger 
zusammengesetzt Damit aho ]ene Ti igei gleit hweithig sind, mus'* ( 
gleich d sein dei Wmkel zwischen h und c gleich dem zwischen l 
und d, und dei zwischen h und d gleich dem zwischen h imd c (wir 
mit dem vorigen zusammenfällt, da diese letzteren Winkel nur die 
Nebenwinkel der ersten sind). 

Uehrigens kann man auch, wenn das Axenkreuz gegeben ist, zu 
jedem Träger sämmtliche gieichwerthige auf folgende Art finden: Man 
nimmt zu dem gegebenen Träger den entgegengesetzten hinzu, und 
bringt nach und nach das Axenkreuz mit jenem Träger-Paar in alle 
Lagert, welche in der Art möglich sind, dass jede spätere jede frühere 
vollkommen deckt, so haben jene beiden Träger nach und nach aUe 
Lagen der mit ihnen gleichwerthigen Träger angenommen. 



§ 7. Die ErystaUeyeteme. 

Welche von den 48 gleichzusammengesetzten Trägern in der That 
gleichwerthig werden, hängt also nach dem vorigen Paragraphen von 
dem Verhältniss und der gegenseitigen Lage der Elementai-axen ab, 
welche die Krystallspeeies bestimmen. In der That gelangen wir durch 
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diese Betrachtung zu einem Mittel, diö imendliche Mannigfaltigkeit 
der KJrystallspeciea unter gewisse Gfruppen oder Systeme zu ordnen; 
und fassen wir alle Krystallspecies, welche dieselbe Reihe von einfachen 
Gestalten gehen, die sich nur durch ihre Abmessungen, nicht durch die 
Anzahl ihrer FEehen, Kanten u. a. w. unterscheiden, in eia System 
zusammen, so läset sich leicht zeigen, dass es nothwendig sechs, aber 
auch nur sechs Krystallsysteme geben muss. 

Es ergieht sich nämlich zuerst, dass hiemach, wenn für zwei 
Krystallspecies aus den 48 Trägem dieselbe Reihe von gleichwerthigeu 
Trägem sich auaaondert, auch beide Speeies einem System angehören 
müssen; weil dann die einfachen Gestalten heider Speeies sich nur noch 
nach ihren Abmessungen unterscheiden. Es können nun die sämmt- 
lichen 48 Träger von gleicher Zusammensekung auseinander dadurch 
abgeleitet werden, dass man einestheüs nach einander je zwei Zeiger 
umtauscht (zum Beispiel aus bod macht chä), andemtheils dass man 
nach und nach statt jedes Zeigers den entgegengesetzten setzt; mid es 
fragt sich, wie die Elementarträger beschaffen sein müssen, damit in 
dem einen oder andern Falle gleichwerthige Träger entstehen. 

SoU nun zuerat zum Beispiel der Träger (531) gleichwerthig sein 
mit (351), so muss, da der erstere aus den Elementar irägern h, c, d 
eben so entstanden ist, wie der letztere aus den Elementai-trägern 
c, h, d, zuerst h = c sein, und ferner der Winkel zwischen h und d 
eben so gross als der zwischen h und c, was man am leichtesten über- 
sieht, wenn man die Elementarträger, welche denselben Zeiger in beiden 
Ausdrücken haben, unter einander schreibt: also 
i cd 
c bd, 

wo dann je zwei uutereinanderatehende Elementarträger sich entsprechen. 
12 Oder überhaupt f sollen zwei Träger, welche sich nur durch die Ver- 
tauschung zweier Eleraentarträger unterscheiden, gleichwerthig sein, so 
müssen diese beiden Elementarträger gleich sein, und mit dem dritten 
gleiche Winkel bilden. — 

Femer soll zum Beispiel der Tr^er (531) gleichwerthig sein mit 
(53i), so muss, da der erstere aus b, c und d ebenso entstanden ist, 
wie der letztere aus b, c und d, der Winkel zwischen b und d gleich 
sein dem zwischen & und d, und ebenso der zwischen c und d gleich 
dem zwischen c und d, was nur der Fall ist, wenn i und c senkrecht 
stehen auf d-, überhaupt also, sollen zwei Träger, welche sich nur da- 
durch unterscheiden, dass ein Elementarfcräger in beiden entgegengesetzt 
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genommen ist, gleichwerthig sein, so musa dieser Elementarträger auf 
den beiden andern zugleicii senkrecht stehen. — - 

Fassen wir dies beides zusammen, so ergiebt sich also, daas die 
Gleichheit zweier Elementarasen nur dann gleiehwerthige Träger be- 
dingt, wenn beide zugleich gegen die di-Itte gleiche Winkel bilden, 
und dass umgekehrt die Gleichheit der Winkel nur dann gleiehwerthige 
Träger hervorruft, wenn die beiden Axen, .welche gegen die dritte 
gleiche Winkel bilden, unter sich gleich sind, und dass ebenso der 
senkrechte Stand der Elementarasen nur dann zu gleich wer thigen 
Trägem führt, wenn zwei zugleich auf der dritten senkrecht stehen. 

§ 8. TJebersieht der sechs Kryatallsyateme. 
Hiei-nach ergeben sich nun leicht die sechs Krystallsysteine, welche 
wir nach der halben Anzahl der gieichwerthigen Träger, oder was 
dasselbe ist, nach der Zahl der Lagen, in welchen das Axenkreuz sich 
decken kann, benennen: 

1) Wenn alle drei Elementaraxen senkrecht auf einander stehen und 
gleich sind. Alsdann sind alle 48 Träger gleich werthig. Das 
System heisst das regelmässige und umfasst nur eine Ki-ystall- 
species. Bringt man das Asenkreuz in verschiedene Lagen, so 
ergiebt sich, dass es 24 verschiedene Lagen giebt, von denen jede 
spätere die frühere deckt; denn zuerst kann man jeden der sechs 
Träger nach oben bringen, und dann jeden der vier wagi-echten 
Träger zum Beispiel nach rechts; was also 24 sich gegenseitig 
deckende Lagen giebt; wir nennen dies System daher auch das 
24-zählige. 

2) Wenn alle drei Axen senkrecht gegeneinander sind, und zwei 
(zum Beispiel c und ä) unter einander gleich, die di'itte aber ver- 
schieden. Das Axenkreuz giebt dann acht sich gegenseitig deckende 
L^en; das System heisst daher das achtzählige. 

3) Ayenn alle drei Axen senkrecht gegeneinander sind und ungleich: 
das vierzählige System. 

4) Wenn eine Axe senkrecht gegen die beiden andern ist, während 
diese unter einander einen schielen Winkel bilden. Hierbei können 
nun noch die Axen gleich oder ungleich sein. Aber nach § 7 
bedingt die Gleichheit der Axen nur dann gleiehwerthige Träger, 
wenn die gleichen Axen gegen die dritte gleiche Winkel bilden; 
also kann auch hier nur die Gleichheit der beiden Axen, welche 
gegen die dritte senkrecht sind, unter sich also schiefe Winkel 
bilden, in Betracht kommen. Nimmt man diese gleich an, so 
lässt das so gebildete Axenkreuz ebenfalls, wie das vorige, vier 
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sich gegenseitig deckende Lagen zu. In der That sehen wir, 
dass, wenn wir aus den gleichen Äsen (wie in Fig. 3) die mitt- 
leren Träger bilden, wir ganz das Asenicrenz des vorigen Systems 
erhalten, und somit fällt dies System mit dem f vorigen ganz 
zusaminen. ■— Sind die Äxen hingegen ungleich, so gelangen wir 
zum zweizähligen System. 

Wir müssen nun den senkrechten Stand verlassen, da nach 
§ 7 ein senkrechter Winkel keine gleichwerthigen Träger 
herrorruft. 
5) Sind drei Elementai-träger unter gleichen (aber nicht rechten) 
Winkeln gegeneinander geneigt und gleich gi-oss, so erhält man 
j,;^ ,^ das seehszählige System. Da nun nach § 7 die 

Gleichheit der Winkel ohne Gleichheit der beiden 
Axen, welche gleiche Winkel mit der dritten 
bilden, keine gleichwerthigen Träger bedingt, 
so kommt man sogleich zu dem Fall, wo zwei 
Axen gegen die dritte gleiche Winkel bilden 
und untereinander gleich sind. Das so gebildete 
Axenkreuz bietet wieder zwei sich deckende Lagen 
dar, und vei-wandelt sich, wenn man wieder (wie 
in Fig. 3) statt der beiden gleichen Axen die 
daraus gebildeten mittleren Träger zu Elementar- 
trägern wählt, in das KrysfcaUsystem Nr. 4. 
Nun lilsst sich keine gleiche Beziehung mehr festhalten, welche 
gleichwerthige Träger hervorriefe; man gelangt somit sogleich zum 
einzähljgen oder imregelm äs eigen Systeme, was alle übrigbleiben- 
den Axenverhältnisse in sich sehliesst. Von den 48 Trägern 
bleiben nur je zwei entgegengesetzte als gleichwerthig übrig. 




§ 9. Hülfssätze zur Konstruktion der Erystall^estalten. 
1) Nennt man die Stücke der drei Axen, welche in ihrer Zu- 
sammensetzung (in dem Sinne von § 4) einen bestimmten Trägej- 
geben, die Eichtstücke (Koordinaten)*) desselben, so kann man folgen- 
den Satz aufstellen: 

Big- 2. Bei senkrechten Axen verhalten sich die Äxen- 

t/" abschnitte einer getragenen Ebene umgekehrt wie 
die Eichtstücke des Trägers; das heisst, wenn die 
Richtstücke sich zum Beipiel wie 3:4:5 verhalten. 



*) So aind zum Beispiel in Fig. 2 ae, ad und ah die 
HicMstflcke des Trägers af. 
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SO verhalten sicJi die entspreclieiiäen Äxenatüeke, welche durch die ge- 
tragene Ebene abgeschnitten werden, wie y : 4 : |- Die Richtigkeit dieses 
Satzes ergiebt sich leicht, wenn man durch eine Richtaxe und den 
Träger eine Hülfsebene legt. Es sei zum Beispiel aSe in Fig. 4 eine 
solche Ebene, ae der Träger, Be diejenige Linie in dej 
Ebene, welche zugleich in die Hülfsebene fällt, aÜ ein 
Asenabsclinitt, ai das entsprechende Ricbtstück; das 
Dreieck aeB ist bei e rechtwinklig, da der 'IVager ae 
auf der ganzen getragenen Ebene, also auch auf Be senk- 
recht steht; und ebenso ist, da die Äsen gegeneinander 
senkrecht sind, eh senkrecht auf Ba; also ist nach einem 
bekannten Satz der Geometrie ae die mittlere Propor- 
tionale zwischen ah und aB; das heisst also der Träger 
ist die mittlere Proportionale zwischen jedem Axenabschnitt und dem 
entsprechenden Eichtstück, woraus unmittelbar die Richtigkeit des 
Satzes folgt. 

2) Eine Linie oder Ebene, welche Ton zwei Trägern Theile ab- 
schneidet, deren Theüzahlen*) gegeben sind, schneidet von dem mitt- 
leren Träger einen Theil ab, dessen Theilzahl die Snmme der beiden 
gegebenen ist; ist aber statt des einen getheilten Trägers sein Gegen- 
träger f zur Bildung des mittlern Trägers angewandt, so hat mau die i: 
ihm entsprechende Theilzahl abzuziehen statt zuzuaddiren; das heisst 
also, wenn von den Elementarträgern die Theile 1 : b und 1 : c abge- 
schnitten werden, so wird von dem Träger (11) der Theil 1 ; (b + c)> 
von dem Tiägei (11) der Theil 1 (h — c) abgeschnitten 

So zum Beispiel schneidet m Pig 5 die Linie fg von ae J ab, 
von ah J, es ergiebt «eh leicht, dasi sie wirklich von aä . ri , das 
heisbt ^ abschneidet Theilt man in der That ah m 7 gleiche Theile, 
und zieht von den Theilungspunkten die p,g & 

Parallelen mit /(/, so mu&s die \ieitp 
ParaUüle gerade m den Punkt c tieften 
(da ag \ von ai i^t, und die Paiallelen 
von jedei Linie immer gleiche Theile ab 
schneiden), nachdem mdn endlich die 
Parallele von b aus gezogen hat, sind 7 
von (d 5 abgeschnitten, ts bleiben also 
noch *, theilt man dahei den übrigbleibenden Theil dei Linie cd noch 
in vier gleiche Theile und yieht die Parallelen, so ist es kiai, daaa ad 

*) Uatei dei einem Theile augebongen Iheihahl versteUen wu die Zahl, 
welche ausdrückt, T.ie oft dei Theil in dem Ganzen enthalten lat 
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durcli die sämmtlicken Parallelen in 11 gleiche TlieÜe getlieilt ist. 
Ebenso folgt leicht, dfias der Träger ae oder 11 in 7 — 4, das heis^t 
ia drei gleiche Theilß getheilt ist. 

Nimmt man nun einen dritten Elementarträger an, Ton welchem 
durch dieselbe Ebene das Stück 1 ; b abgeschnitten wird, so leuchtet ein, 
wenn man nur den eben erwiesenen Satz noch einmal anwendet, das' 
von dem mittleren Träger zwischen jenen drei Elementartiagpm das 
Stück 1 :(b-^ C+ b) abgeschnitten wird. Es lässt sich also derSat/ 
wörtlich ebenso auch für drei Elementarträger aussprechen. 

Wollte man wissen, den wie hielten Theil die Ebene zum Beispiel 
Ton einem Träger (lll) abschneidet, so findet man durch Anwendung 
desselben Gesetzes den Theil 1 : (6 — c — b). 



§ 10. Konstruktion der Gestalten des regelmäsBlgen Systeme. 
Im regelmässigen System sind alle 48 Träger, welche gleiche Zu- 
sammensetzung haben, auch gleichwerthig. Um die dadurch entstehende 
Gestalt konatruiren zu können, haben wir zunächst die Entfernung gewisser 
ausgezeichneter Punkte der Oberfläche zu suchen. Als ausgezeichnete 
Punkte der Oberfläche heben wir die berror, worin die Elementarträger 
(Hauptträger) die Oberfläche des Körpers treffen und nennen sie Haupt- 
punkte; ferner die, worin die zwischen zwei Elementarträgern liegenden 
mittleren Träger (Zwischenträger) die Oberfläche treffen und nennen 
sie Zwiachenpunkte; und endlich nennen wir Aussenpunkte die Punkte, 
worin die zwischen drei Elementarträgern liegenden mittleren Träger 
(Aussenträgor) die Oberfläche treffen. Nennen wir nun die Linien vom 
Mittelpunkte bis zur Oberfläche Überhaupt Radien, so ergiebt sich von 
selbst, was wir unter Hauptradien, Zwi sehen ra dien und Aussenradien 
verstehen. Die Grösse dieser Radien ist nun zuerst zu suchen. 

Es ist im vorigen Paragraphen dargethan, daas die Asenabschnitte 
der getragenen Ebenen sich umgekehrt verhalten wie die entsprechen- 
den Bichtstücke der Träger; da nun im regelmässigen System 'die 
Elementarträger gleich sind, so verhalten sich die Bichtstücke eines 
zusammengesetzten Trägers wie die Zeiger desselben, also die Axen- 
abschnitte umgekehrt; also wenn die Zeiger für alle 48 Träger t), C 
und b sittd, so werden die Äxenabschnitte sich verhalten wie 1/6: 1/c: 1/b; 
jeder Elementarträger (Hauptträger) kann daher von den 48 getragenen 
Ebenen nur in drei Punkten geschnitten werden, deren Entfernungen 
15 sich wie 1/6: 1/c : 1/b verhalten. Da wir nun die Träger f so gross oder 
so klein annehmen können, als wir wollen, wenn wir sie nur alle ein- 
ander gleich annehmen, so ist klar, dass wir sie auch so klein an- 
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nehmen könnea, dass jene Schnitte ■wirklich von dem Hauptträger die 
Theile 1/& : 1/c : 1/b abschneiden. — 

Alsdann achneiden die getragenen Ebenen von jedem Zwischen- 
fcr'^«r solche Theile ab, deren Theilzahlen die Summen und Unter- 
schiede aus je zweien der Zeiger sind; aämlich werden die beiden 
Elementarträger, zwischen denen der Zwischenträger liegt, seihst von 
den Ebenen getroffen, so sind die Theilzahlen nach dem zweiten Hülfs- 
aatze die Summen der Zeiger; wird aber nur der eine der Elementar- 
träger Yon den Ebenen geschnitten, während sie von dem andern den 
entgegengesetzten Träger treffen, so werden nach demselben Satze die 
Theilzahlen den Unterschieden gleich sein. Es wird also im Allge- 
meinen sechs solcher Schnittpunkte auf jedem Zwischenträger gehen 
(wenn nicht einige davon zusammenfallen). EndHch wird der Ausaon- 
träger in vier Punkten geschnitten, deren Theilzahlen der Summe der 
drei Zeiger und den Ueberschüssen je zweier Zeiger über den dritten 
gleich sind. Die erstere Theilzahl findet nach dem dritten Hülfssatze 
statt, wenn die Ebene die drei Elementarträger selbst schneidet, zwi- 
schen denen der Aussenträger liegt; hingegen die letzteren, wenn sie 
einen (oder auch zwei) derselben nur in ihrer entgegengesetzten Rich- 
tung schneidet. 

Um nun zu wissen, welche von diesen Punkten überall wirklich 
Punkte der Oberfläche bilden, haben wir noch eine Unbestimmtheit 
aufzuheben, welche bei der Konstruktion einer Gestalt, wenn die Träger 
gegeben sind, statt findet. Wenn sich nämlich zwei getragene Ebenen 
schneiden, so entstehen vier an einer gemeinschaftlichen Durchschnitts- 
linie liegende Winkel, von denen wir den nach dem Mittelpunkt sich 
öffnenden Winkel den erhobenen Winkel, den nach der entgegen- 
gesetzten Seite liegenden den vertieften Winkel nennen können. Setzen 
wir nun fest, dass man die getragenen Ebenen nie so verbinden soll, 
dass vertiefte Winkel entstehen, so ist jetzt die Art der Begränzung 
genau bestimmt. Bei jedem vertieften Winkel wird offenbar die Er- 
weiterung jeder F^che, die ihn büden hÜlt, in das Innere des Körpers 
gehen, was bei erhobenen Winkeln nie der Fall sein kann. 

Daraus folgt sogleich, dass von aU den Punkten, worin ein vom 
Mittelpunkt ausgehender Strahl von den Ebenen der Gestalt geschnitten 
wird, immer nur derjenige ein Punkt in der Obei-fläche sein kann, 
welcher dem Mittelpunkt zunächst liegt, indem in jedem andern Fall 
Ebenen ins Innere der Gestalt hineingehen, also vei-tiefte Kanten vor- 
kommen würden. Ist also b der grösste und i) der kleinste Zeiger, so 
ergiebt sich, dass von den drei Punkten auf dem Hauptträger, der, 
welcher um 1 : ß von dem Mittelpunkte entfernt liegt, ein Punkt der 
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Oberfläche oder ein Hauptpunkt sein wird, was wir auch so ausdrücken 
köimen, dass der Hauptradius 1 : h vom' Hauptträger ist; ebenso er- 
giebt sich, dass der Zwisehenradius 1 : (b + c) vom Zwischenträger, und 
der Aussenradius 1 : (6 -f' c -f- 1>) ''om Aussentrager ist, alles für den 
Fall, daas die Träger so klein angenommen sind, wie es oben voraua- 
geeetzt wurde. 

In jedem Hauptpunkt (h) stossen nothwendig acht Flächen zu- 
sammen, nämlich alle die, worin der Elementarträger, in welchem der 
Hauptpunkt liegt, den Zeiger 6 hat (denn nur von diesen Flächen wird 
jener Träger in der Entfernung 1:6 geschnitten)*)-, da ferner von dem 
16 Zwischenträger der Theil f 1 : (6 4" c) abgeschnitten wird, so atosaen in 
jedem Zwiachenpunkt (s) die Flächen zusammen, wo die Elementarträgei', 
zwischen denen jener Zwischenträger liegt, die Zeiger 6 und c haben. 
Deren giebt es aber viei-; zum Beispiel in dem Zwischenpunkt, der 
dem Träger 110 angehört, stoaaen zusammen die Flächen: 

beb, iicO, ebb, ebb. 
Endlich in jedem Aussenpunkte stossen alle sechs Flächen zusammen, 
welche die Elementarträger sehneiden, zwischen denen er liegt, zum 
Beispiel in dem Aussenpunkt («), der zum Träger 111 gehört, stossen 
die Flächen 

beb, btic, ebb, cih, bbe, beb 

zusammeu. Diese Punkte bilden also die Eckpunkte des gesuchten 



Suchen wir die Kanten der ihn hegränzenden Figuren, so werden 
wir nur je zwei Flächen aufzusuchen haben, welche durch zwei solche 
Punkte zugleich gehen. Unter den oben aufgezählten Flächen, welche 
in h zasammenstoasen, finden wir nun zwei, die auch in s zusammen- 
stossen, nämhch beb und bcö. Diese beiden Flächen bilden also eine 
Kante Tis; und überhaupt wird jede Kante h^ von zwei solchen Flächen 
gebildet, die sich nur dadurch unterscheiden, daas der kleinste Zeiger 
entgegengesetzt genommen ist; ebenso werden in ha zwei solche 
Flächen zusammenstoasen, die sich nur durch die Vertauschung der 
beiden kleinsten Zeiger, und in sa, die sich durch die Vertauschung 
der beiden groasten Zeiger unterscheiden**). 



*) Zum Beispiel in dem Hauptpunkte, welcher dem Träger (100) augeiört, 
atoBsen. die Flächen: 

öcb, beb, 6cb, bei, 6bc, bbc, bic, &{ic 
**) Alle diese VerhältniBBe stellt Fig. 11 anBchanlich dar. 



y Google 



g 10. Konstruktion des Achtundvieraigflächners, 



131 



Die Figuren, welche den Körper iimgräiiaen, sind daher Dreiecke, 
YOn denen jedes zwischen drei Punkten /(, « und s liegt. Die Kon- 
struktion eines solchen Dreiecks hat nun keine Schwierigkeit mehr, 
sohald die Zeiger gegeben sind. Es seien die Zeiger zum Beispiel 
5, 3, 2; so sind die Entfernungen der Eckpunkte in dem oben ange- 
gebenen Sinne -^, f , ^, welche man aber, da es nur auf das Verhältnisa 
ankommt, mit einer beliebigen Zahl (wenn nur alle mit derselben) 
mnltipliciren kann. Für die Uebersicht der verschiedenen Gestalteu 
dea regelmässigen Systems erscheint es am bequemsten, ihnen allen 
einen gleichen Zwischenradius zu geben, wir machen diesen daher dem 





ZwischentrUger gleich und multipliciren daher jene Bi-ücbe mit 8, so 
wird also der Hauptradius | vom Hauptträger, der Aussenradius ^^ 
oder -*■ vom Aussentniger beti-agen. Sind nun in Fig. 6a die Linien 
mb und mc zwei Hauptträger, also ms ihr Zwischenträger, und in 
Fig. 6b md der dritte gegen ms senkrechte Hauptträger, also me der 
zugehörige Aussenträger, so findet man mJi und ma durch die in der 
Figur angedeutete Theilung, und zieht man dann Jis, ha und ag, so 
hat man hierdurch die drei Seiten dea gesuchten Dreiecks, was in 
Fig. 6 c noch besonders konstmirt ist. 

Würde maji 48 solche Dreiecke zusammenfügen, so dasa immer je 
acht in /( zusammenliegen, je sechs in a und je vier in z, so würde 
man den ganzen Körper konstruiren, welchen man nach der Anzahl 
seiner BegränzungsflUchendenÄehtundvierzigfiäehner(Tetrakontaoktaeder) 
nennt. 

Fig. 11 stellt den Ächtundvierzigflächner dar, und zwar wie er 
dem in einer Hauptaxe befindlichen Äuge (hier in der Hauptaxe 100) 
erscheint. Für die Zeichnung desselben ist ebenfalls das Verhälfcniss 
532 zu Grrunde gelegt, und nur für diesen besonderen Fall (wie über- 
haupt für jeden Fall, wo der erate Zeiger der Summe der beiden 
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aadera gleich wird) erscheinen zwei von den in a ZTisaramenstoss enden 
Kanten wie eine gerade Linie. Jede Fläche verdeckt eine auf der 




untern Seite liegende Fiäühe, deren Bezeichnung man sogleich erhält, 
wenn man die voranstehenden Zeiger mit einem Sti-Jche versieht; so 
znm Beispiel wird von der Ebene i)6c die Ebene obc verdeckt. 



§ 11. Ableitung der übrigen Krystallgestalten aus dem 
Achtundvierzigi^xClmer. 
1) Werden von den Zeigern einige unter sieh gleich, oder gleich 
Null, so fallen einige Träger, irnd also auch ihre getragenen Flächen, 
zusammen. Ist zuerst 6 = C, wie zum Beispiel bei der Gestalt (221), 
so fallen je zwei Träger, die sich nur durch die Vertauschung Jener 
beiden Zeiger unterscheiden, zusammen; es fällt also die Kante 0a weg, 
welche eben von zwei solchen Ebenen gehüdet wurde; in s werden 
also nur halb so viel, das heiast also zwei Ebenen, zusammensfcossen, 
in s wird also keine Ecke mehr sein, sondern es wird nur eine Kaute 
hindurchgehen; in dem Dreieck hza wird daher bei s ein rechter 
Winkel sein und zwei solche Dreiecke, die in za aneinander gelegt 
werden, bilden dann ein gleichsehenMiges Dreieck, wovon immer je 
drei in a zusammenstossen. — Man nennt diese Gestalt Pyramiden- 
oktaeder, weil sie als ein Oktaeder angesehen werden kann, über dessen 
Flächen Pyramiden errichtet sind. 
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2) Wird t=b wieiiiderGfcstalt(211), so fallen je zwei Träger, welche 
sich nur dareh die Vertausehnng dieser kleineren Zeiger unters ehei den, zu- 
sammen, es fällt also die Kante ha weg, so dasa in h und a nur halb so viel 
Fläclien (also dort vier, hier drei) zusammenstoBsen ; je zwei Dreiecke setzen 
sich in ha zu einem Viereck zusamiaen. Die Gestalt heisst Leuzit-Gestalt. 

3) Wird b = wie in der Gestalt (210), so fallen je zwei Träger 
auearamen, in denen der kleinste Zeiger entgegengesetzt war, das heisst 
es fällt die Kante hs weg, und es bleiben somit in A vier Flachen, in 
:; nur zwei, woraus togleicb fol^t, dass das Dreieck hsa in s reeht- 
winkbg ist, und dase sich zwei solche Dreiecke in hz zu einem gleich- 
&Lhenkligen Dreiei-k zusammensetzen. Diese Gestalt hat wie die beiden 
vorigen 24 Ftachen und heisst Pyramidenwürfel. 

■1) Weiden alle drei Zei^ei gleich, so fallen je sechs Flächen zu- 
sammen, die bich durch Vertauschung der drei Zeiger unterscheiden, 
also VGischwmden alle Ecken m a, also auch alle darin zusammen- 
lai^feadtn Kanten somit stosst-n in s nm' noch zwei, in h vier Flächen 
zusammen, da also der Wmkel hza wieder ein rechter wird, ao setzen 
sich die sechs Dieiccke im einem gleichseitigen Dreieck zusammen, und 
acht solche gleichseitige Drt-ieoke bilden das Oktaeder 

'-)) Wud b = (t und B = c wie bei der Gestalt (HO), so fallen 
alle Tragci zusammen, woim h und t. vertauscht sind (ohne Rücksicht 
auf b), dis heilst, es tiUt die Ecke m ganz weg und die vier Dreiecke 
setzeu sich zu einem Rhombus zusammen Diese zwölf Rhomben geben 
somit da^i Hhombendodekaedei 

b) Weiden endlich zwei Zeigei null, so fallen alle in h zusammen- 
sto«senden Flachen m eine zusammen und bilden wie sich unmittelbar 
ergiebt, em Quadrat Sechs solche Quadrate bilden dann den AVuiiel 

Anin Man übersieht Ipieht das^ nenn man au'' der Bcgrinznngaligui 
iluich wiüderholtf Aneinandertugen dji, tteatalt zuaimmen setzen will man icb. 
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dazu eines Ketaea bedienen kann, in welchem die B 
möglich, in der Ordnung liegen, wie sie an einander gränzen. Fig. 15 stellt ein 
solches Neta für den Würfel, Fig. 16 für's Rhorabendodekaeder, Fig. 17 för's 
Oktaeder dar; und auf diese diei Wetze lassen sich die der übrigen Körper dieses 
Systems leicbt aurückfflhten. 

§ 12, Halbgestalten. 
Von den bisher aufgestellten sieben einfachen Gestalten entiiült 
jede alle mögliehen gleichwerthigen Träger, weshalb wir sie voUzahligo 
8 Gestalten nennen. Oft geschieht es aber, dass in j" der Natur auf eine 
regelmässige "Weise die Hälfte der Flächen verschwindet, indem die 
andere Hälfte die erstere gleichsam überwächst. Dies geschiebt aber 
immer nach dem Gesetz, dass entweder die einzelnen Flächen oder die 
entsprechenden Flächeiigmppen abwechselnd hervortreten und ver- 
schwuiden, das heisst so, dass im ersten Falle nie zwei aneinander- 
gränzende Flächen, im letateren nie zwei aneinandergränzende Flächen- 
gruppen an derselben Gestalt hervortreten oder verschwinden. — 

Daraus folgt, dass beim Würfel keine Abwechselung nach einzelnen 
Flächen statt finden könne, indem, wenn man die vier an eine Fläche 
angränzenden Flächen auslassen will, diese sich schon untereinander 
begränzen, was dem Gesetz widerstreitet; und aus demselben Grunde 
auch nicht beim Bhombendodekaeder (wie überhaupt solche durch Ab- 
wechselung der Flächen entstehenden Halbgestalten bei keinem Körper 
denkbar sind, welcher dreikantige Ecken darbietet). Beim Oktaeder 
geben die abwechselnden Flächen ein Tetraeder, das heisst einen von 
vier gleichseitigen Dreicken umgränzten Körper, wie sich aus der Be- 
trachtung des Oktaeders leicht ergiebt, wenn man die abwechselnden 
FJächen erweitert, bis sie sich gegenseitig schneiden. 

Bei allen Gestalten nun, in welchen eine Fläche des Oktaeders 
durch eine Fiächengruppe ersetzt wird, das heisst beim Pyramiden- 
oktaeder, der Leuzitgestalt und dem Achtundvierzigflächner, lassen sich 
entsprechende Halbgestalten denken, in denen jene Flächengruppen ab- 
wechseln, und welche wir, da sie aus dem Tetraeder hervorgehen, 
tetraedriscbe Halb gestalten nennen wollen. Beim Pyramidenwürfel 
geben die abwechselnden Flächen (siehe % 13) eine von zwölf Fünf- 
ecken umgränzte Gestalt, welche sich beim Achtundvierzigfla ebner in 
je zwei Vierecke brechen. Endlich giebt der Achtundvierzigfläflhner 
selbst eine nach einzelnen Flächen wechselnde Halbgestalt. 

§ 13. Konstruktion der Halb gestalten. 
Die Konstruktion der Halbgestalten knüpfen wir wieder an die 
ies Achtundvier zigflächner 3. Bei der tetraedri sehen 
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Halbgestalt desselben wecliS(,lii die in den Äusaenpunkten liegenden 
Fläehengruppen, Betiachten wii zuprst einen AusBenpiinktj an ■welchem 
eämmtlielie Flächen veiachwinden sollen, so tiitt an dem durch diesen 
Punkt gehenden Äussentuger, lobald jene Pliuhen verschwunden sind, 
statt dieses Punktes der naehsthegende von den vier Punkten, in 
welchem jeder Aussentiager von den Ebenen geschnitten wird, als 
Punkt der Oberfliche hervor die Entfernung dieses Punktes beträgt 
nach § 10 1 : (b -|- f ~- b) von dem Aussenträger, oder für den dort er- 
wähnten Fall, nachdem mit 8 multiplicirt ist, ^ oder *, und auch in 
diesem Punkte, den wir mit «j bezeichnen wollen, 
treten sechs Fachen zusammen. Man hat daher 
nur ia Fig, 6 b az zu verlängern, bis sie den an- 
grenzenden Aussenträger {me^ in a^ schneidet 
(was in der Entfernung |- geschehen wird); und 
ebenso hat man in dem Dreieck Jiza |Pig. 6e| az 
um das eben gefundene Stück za^ zu verlängern 
und a^h zu ziehen, so werden 24 solche Dreiecke, 
wovon in a und % immer sechs, in h hingegen 
n, die gesuchte Halbgestalt 



Leicht findet man, wie sich beim Pyramiden- 
oktaeder je zwei solche Dreiecke in a^a zu eiuem Viereck, bei der Leuzit- 
gesfcalt in ah zu eiuem gleichschenkligen Dreieck zusammensetzen müssen, 
indem im letzteren Falle bei h zwei rechte Winkel zusammenkommen 
Beim Oktaeder hingegen fallen dann alle sechs in a 
zusammen stossende Flachen in ein gleichseitiges Drei- 
eck zusammen und vier solche Dreiecke geben dann 
eben das f Tetraeder. — 

Um nun die zweite Halbgestalt des Achtund- 
vierzigflächners zu konstruiren, in welcher die in hs 
zu sammenstos senden Flächenpaare abwechseln, be- 
merken wir, dass in jedem Punkt s nur noch zwei 
Flächen zusammenstossen , also der Punkt z nicht mehr Eckpunkt 
bleibt; wir haben daher die Linie hs in Fig. 6a über s hinaus zu 
verlängeni; in dem anstossenden Hauptpunkt verschwinden die Flächen, 
welche den Zwischenträger in z schneiden; wir haben daher den 
imchsten Punkt z^ zu suchen, worin die Flächen ihn schneiden; die Ent- 
fernung dieses Punktes ist nach § 10 1 : (6 -|- b) vom Zwischenträger, 
oder nachdem man für die besondere Grcstalt (532) noch mit 8 multi- 
plicirt hat I, verbindet man nun den so gefundenen Punkt S-^^ mit dem 
i Hauptpimkt, so erhält man die Kante, welche in ( 
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Hauptpunkt statt der versehwiadenden Kante Jis erscheint. Cer Punkt 
s also, wo sich beide Kauten schneiden, wh-d der Eckpunkt sein, der 
statt s erscheint. Hiernach hat man alle Elemente zut Konstruktion. 
Man verlängert nun in dem Dreieck hsa, hz um das gefundene Stück 
SS, zieht as imd errichtet mm über ah das Dreieck ahs, zu welchem 
man die Seite tfs aus Fig. 7 aelbat, die Seite ks aus Fig. 6a kennt*). 
Soleher Vierecke setzt man aledann 
2i so zusammen, dass je vier in h 
imd ebenso in s, je drei aber in a 




Beim Pyi-amidenwiirfel fallt die 
Kaute lis weg; und indem dadurch 
der Winkel bei k sich in einen 
Rechten verwandelt, setzen sich je 
zwei solche Vierecke in hs zu einem Fünfeck zusammen, und zwölf 
solche Fünfecke bilden dann die Halbgestalt, wovon in s nur noch, 
wie in a, drei Flächen zusammentreEfen. 

Es bleibt nun noch die dritte Halbgestalt des Achtundvierzig- 
flächners, welche durch Abweehaolung der einzelnen Flächen entsteht. 
TJeher jeder der verschwindenden Flächen wird offenbar ein neuer Eck- 
punkt entstehen, der von den drei umgränzenden Flächen gebildet 
wird, und den wir n nennen wollen. Statt jeder Kante des Dreiecks 
hza treten also zwei sich in n schneidende Kanten auf; es würde sieh 
also das Dreieck in ein Sechseck verwandeln; da aber in jedem der 
drei Punkte h, s und a nur halb so viel Flachen, also in s nur zwei 
erscheinen, so verschwindet die Ecke in s, wodurch sich das Sechseck 
(wie in Fig. 7) in ein Fünfeck verwandelt. Um nun dies Fünfeck zu 
konstruiren, könnten wir untersuchen, in welchem Punkt jede der fünf 
Flächen, welche das Fünfeck herausschneiden, die gegenüberstehende Seite 
des Dreiecks kas schnitte, wodurch sich dann die Richtung der fünf 
Seiten ergehen würde; aber wir haben nur nöthig, dies von der durch 
s gehenden Fläche zu mitersuchen, indem wir den Punkt bestimmen, 
worin diese die Seite ha schneidet. Wir werden daau auf Fig. 6b 
oder deren Wiederholung in Fig. 8 zurückgehen müssen; die durch z 
gehende Fläche wird, wie sich durch ihre Lage leicht ergiebt, die 
Träger mh und ma, welche nach den Endpunkten von ha gehen, nicht 
mehr in den dem Mittelpunkt zunächst liegenden Durchschnittspunkten 
treffen, sondern in denen, welche zunächst darauf folgen, das heisst 

*) DasB die beiden Linien a$ in Fig. 7 wirklich gleich sein müsBen, ergiebt 
sicli aus der gleichen Konstruktion, dnich welche sie erfolgen rnüascn. 
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den Hauptträger in — , den Aussenträger in . r oder für unsern 

Fall (nachdem mit 8 multiplicirt ist) jenen in -|-, diesen in |- oder |- 

schneiden. BezeieHnen wir diese Linie mit Ä^%j 

ao ergiebt sicli, dass für diesen Fall h^a^ mit ha 

parallel ist, denn während lia jene Linien in den 

Bntfemtuigen | und y schneidet, so schupidet /»i«, 

sie in f und -|, da also jene Linien m gleichem Vti 

hältniss geschnitten werden, so ist ha paiallel mit 

Ai% und jene Ebene schneidet also ha gai nicht, 

also ist auch für diesen Fall die durch * gehende 
Seite des Fünfecks mit hn parallel*') Um mm 
das Fünfeck zu konst ni en haben w r uns nui z 
erinnern, dass hier w e 1 e de toi ye Halbgestalt 
in jedem Punlite a dre i) wechselnde Madien z san n e 
also die neuentsteheud n K-mten o h e ganze <rle ehe 
werden wie dort. Da a s eio- el t s cl f Igende n F g 7 
Konstruktion: Man z eht 1 r h eme PiraUele m t / o 
welche sa in n sehne 1 t t agt r i ch nach le aide n 
Seite ab, zieht hn, d tr gt 7 vo 7 aus nach a ab 
so ist nhnans das ges Ite Fünfeck Ve nlzwanz g 
solcher Fünfecke biHen lann le p,es clite Halbgestalt — 
Nun könnte es noch möghcher Weise von diesen 
Halbgestalten wieder Halhgestalten geben, die also Vier- 
telsgestalten von den vollzähligen Kr y stallgestalten wären. In der That 
giebt es solche Viertelsgestalt vom Achtundvierzigflächner, welche aus 
allen drei Halbgestalten desselben abgeleitet werden kann, und welche 
von zwölf Fünfecken begninzt ist. Ihre Konstruktion erfolgt nach den- 
selben Principien, wie die der irüheren Halb gestalten. 




§ 14. Zusammengesetzte Gestalten. 

Es lassen sich aus diesen einfachen Gfeatalten nun die mannig- 
faltigsten Kombinationen denken, und so gelangen wir zu einer unend- 
lichen Mannigfaltigkeit von Gestalten, indem ja alle Gestalten des 
regelmässigen Systems einer Krystallspecies angehören, und also alle 
möglicherweise an einem und demselben Krystall hervortreten können. 

Um ein Beispiel einer solchen Verbindung zu geben, wählen wir 
den Würfel und das Oktaeder; herrscht hier der Würfel vor, so werden 

*) Anm. Dies findet lüberhaupt statt, wenn der gröaste Zeiger so groas ist, 
als die beiden andern aHsammengenommen. Ist dies nicht der Fall, so musa man 
A,«, und ha verlängern, bis sie sioli schneiden, nnd dann weiter konstruiren. 
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die Oktaederflächen nur dessen Ecken abschneiden, und umgekehrt, 
wenn das Oktaeder Torherrackt. Herrscht keines von beiden vor, so 
schneiden sie sich gegenseitig ihre Kanten weg, and man erhalt einen 
von sechs Quadraten und acht gleichseitigen Dreiecken umgränzten 
Körper (das Kuh o- Oktaeder). 

Besonders lüiufig sind in der Natur die Kombinationen aus Würfel, 
Oktaeder und Rhombendodekaeder, wo das Rhombendodekaeder die 
Kanten der beiden ersteren abschneidet. So zeigt sich diese Verbindung 
ziim Beispiel besonders schön am Alaun, wo das Oktaeder vorherrscht, 
dessen Kanten durch Rhombendodekaederflachen, und dessen Ecken 
durch Würfeiflächen abgeschnitten sind. — 

Die Konstruktion aller solcher Gestalten bietet nun nach dem 
Obigen keine Schwierigkeiten mehr dar, und bedarf kein 



§ 15. Das achtzählige System. 
Da hier nur zwei Axen gleich, alle aber gegen einander senkrecht 
sind, so erhalten wir sämmtliche gleichwerthige Träger durch Ver- 
tanschung der gleichen Axen und durch Verwandlung eines jeden 
Trägers in den entgegengesetzten. Wenn daher der voranstchende 
Zeiger sich stets auf die ungleiche Axe bezieht, so giebt es folgende 
gleichwerthige Träger: 

icb bd u'c 6i)c Hb beb Hc 6bc 

beb beb 6be Uc beb beb Ut Ue, 
21 wobei die Träger so geordnet sind, wie sie nebeneinander liegen. 

Für jede Krystallspecies muss das Veihältniss der vmgleichen Axo 
zu einer der gleichen gegeben sein. Es sei das Verhältniss (was alle- 
mal ein irrationales ist) m:n; so werden fiii- den Träger (beb) die 
Richtstücke sich verhalten wie h.mtc.n-.i.n, also die Axen ab schnitte 

der getragenen Ebene wie ^ — : : r— ; nehmen wir daher für die 

Konstruktion die Äsen im umgekehrten Verhältniss, und netmen die 
ungleiche die Hauptaxe, die gleichen Nebenaxen, so wird, wenn von 
der Hauptaxe -g- durch die getragenen Ebenen abgeschnitten wird, von 
den Nebenaxen — und -;-- abgeschnitten; es werden die letzteren also 
in zwei Punkten geschnitten, von denen, wenn e grösser ist als b, nur 
der erstere (--) als Punkt der Oborfläehe erscheint. Auch die zwi- 
schen zwei Nebenaxen liegende Zwisohenase wird in zwei Punkten ge- 
schnitten, deren Entfernungen , , vmd _. von der Zwischenaxe 
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betragen, Ton denen aber wiederum nur der erste ein Pwukt ( 
■fläclie wird. Die Aussenaxe können wir ganz übergelien, da sie keine 
ausgezeichneten Punkte der Oberfläche darbietet. Wir benennen den 
Punkt {der Hauptase) wieder mit h, den der Nebenaxe mit n und 
den der Zwischenase mit g. — ■ 

Es ist unmittelbar klar, dass in h aclit Flächen zusammenstoesen, 
in n und in s aber vier. Die Konstruktion eines solchen Dreiecks 
hm ergiebt sich nun leicht, und da die Linien nz in einer Ehene 
liegen, so erhalten wir eine achtseitige Doppelpyramide. — Diese Ter- 
wandelt sich, wenn die an [hs] gränzenden Flächen in eine Ebene fallen 
(das heisst C = ii wird), oder wenn die an hn gränaenden Flächen 
zusammenfallen (das heisst b = wird), in eine quadratische Doppel- 
pyramide, im ersteren Falle in schräger Stellung, im letzteren in 
gerader. Oder wenn die oberen Träger mit den unteren zueararaen- 
fallen (das heisat 6 = wird), so verwandelt sie sich in eine acht- 
kantige Säule, und wenn diese Bedingung mit einer der vorigen zu- 
gleich eintritt, in eine quadratische Säule in schräger oder gerader 
Stellung. Wenn endlich c und b gleich werden, so fallen alle acht 
in h zusammentreffenden Flächen in eine Ebene zusammen und man 
erhält eine Schicht. — ■ 

Alle diese einfachen Gestalten treten nun in mannigfache Verbin- 
dungen und bilden oft vielfach zusammengesetzte Gestalten. — 

Das achtz'ählige System zeichnet sich aus durch eine grosse Eeihe 
von Halb gestalten; die acbtseitige Doppelpyraraide lässt deren sechs zu. 
Denn es können zuerst die in s, oder die in n, oder die in ^n zusammen- 
stossenden Flächengruppen sich abwechseln; in allen drei Fällen erhält 
man, wie leicht zu sehen ist, vierseitige j..^ ^j, 

Doppelpyramiden, in den ersten beiden 
Fällen rhombische, im letzten eine qua- 
dratische, Ferner können die in hn oder 
in hs zusammenstossenden Flächenpaare 
wechseln. Dann wird auf den Neben- 
axen oder auf den Zwischenaxen, da ' 
beide von den sämmtlichen gleichwer- 
thigen Flächen getroffen werden, ab- 
wechselnd der nähere und der entferntere 
Punkt getroffen, und die Konstruktion 
liefert in beiden Fällen einen von acht 

Dreiecken umschlossenen Körper, dessen Mittelkanten die Ebene der 
Nehenaxen durchschneiden. Durch Abwechselung der einzelnen Flächen 
gelangt man endlich zu der letzten Halbgestalt, einem von acht Vierecken 
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umgränzten Körper (einem Skalenoeder) , dessen acht Mittelkanten die 
Ebene der Nebenasen durcbschneiden. Alle diese Verhältnisse über- 
sieht man leielit aus Fig. 12, wo eine achtseitige Pyramide, in der 
Eicbtnng der Hanptase gesehen, dargestellt ist. 

^ § 16. Das -vierzählige System, 

Da hier ülle Axen sentrecht gegen einander, aber ungleich sind, 
so werden nur diejenigen Träger gleichwerthig sein, welche sich nur 
dadurch unterscheiden, dass statt eines beliebigen Elementarträgers sein 
Uegenträger genommen wird. In der Ordnung, in welcher- sie neben- 
einander liegen, aufgestellt, sind die gleichwerthigen Ti-äger folgende: 

icb beb ui bei) 
beb beb Uli beb. 
Auch hier sind die drei Axen für die Konstnd^tion im umgekehi-ten 
Verhältniss zu nehmen wie die ursprünglichen Träger. Jede der sechs 
Halbaxeu wird nur einmal geschnitten imd zwar von vier Flächen; die 
Ecken sind also alle vierkantig und liegen in den Axen selbst. Man 
erhält somit eine rhombische Doppelpyramide (das heisst deren Grund- 
fläche ein Rhombus ist), welche sich, wenn ein Zeiger null wird, in 
j^^ ^3 eine rhombische Säule, und wenn zwei 

Zeiger null werden, in eine Schicht ver- 
wandelt. - — 

Die rhombische Doppelpyramide bietet 
diu-ch Abwechselung der einzelnen Flächen 
Halbgestalt dar, nämlich einen von 
r ungleichseitigen Dreiecken umschlosse- 
nen Körper. Ein solches Dreieck erhält 
man leicht, wenn man in dem Dreieck der vollzähligen Gestalt durch 
jede Ecke eine Parallele mit der gegenüberstehenden Seite zieht. 
Fig. 13 stellt eine rhombische Pyramide dar, wie sie dem in einer 
Axe befindlichen Auge erscheint. 

§ 18. VoUeählige Gestalten des sechszähligen Systems. 
Da die drei Elementarträger bei dem sechszähhgen System ein- 
ander gleich sind und gleiche Winkel cinschliessen, so werden alle 
diejenigen Träger gleichwerthig sein, welche sieh nur durch die Ver- 
tauschur^ zweier Elementarträger unterscheiden; (dass ausserdem je 
zwei entgegengesetzte Träger gleichwerthig sind, versteht sich von 
selbst). Unter den 48 Trägem von gleicher Zusammensetzung giebt 
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es daher hier zwölf gleichwertliige Träger, l^ili- die Gestalt (beb) 
sind es folgende; 

Ijcb ibc ebb ich bfcc c6b 
beb büc ebb beb bbc ebb. 
Es entspringt für dies Sjatem eine eigenthümliche Schwierigkeit dai'ans, 
dasB die Elementaraxen schiefwinklig sind, und wir also von dem Ge- 
setze § 9, 1 keine Änwendnng machen können, wenn wir nicht die 
Äsen auf reehtwinkUge zurfickführen. Wenn wir zu diesem Ende den 
zwischen den drei gleichen Elementarträgern liegenden mittleren TrUger 
nebst seinem Gegenträger au einer der senkrechten Axen machen, 
welche wir Hanptaxe nennen, so werden die beiden andern in einer 
dagegen senkrechten Ebene, der Äequatorehene, liegen müssen; und es 
ist klar, dass die Elementarträger sowohl gegen die Hanptaxe, als gegen 
die Äequatorehene gleich geneigt sind. 

Es sei nun mb Fig. 9a ein Elementarträger, $mö der gegebene 
Winkel, welchen die Elementarti'äger mit der Hanptaxe hüden, also m'^ 
die Hauptaxe, mB sei senkrecht gegen m^; so werde ich, wenn ich 
die Lothe hB und ^5ß ziehe, mi ansehen können als den mittleren 
Tr^er zwischen mB und m^. ^i^ ^^ 

Denke ich mir nun Ton allen 
Elementarträgem und von ihren P 
edesmal vom 
: aus) Lothe auf die 
Äequatorehene gefällt, so werden 
sie dieselbe in sechs Punkten 
schneiden, welche alle vom Mit- 
telpunkt m so weit entfernt 
liegen, als mB in Fig. 9 lang 
ist, und die wir alle mit den entsprechenden grossen Buchstaben be- 
zeichnen. Fig. 9 h stellt hiernach die Äequatorehene dar. Wir nennen 
hier die Linien BB u. s. w. Nebenaxen, und os ist klar-, dass sie sich 
unter gleichen Winkeln schneiden. 

Um nun alles auf drei senkrechte Axen zurückzuführen, ist nur 
noch nothig, auf einer der Nebenaxen zum Beispiel BB eine Senk- 
rechte zu errichten, und die Punkte C, B, C, B zu verbinden. Diese 
Verbindungslinien durchschneiden nämlich jene beiden senkrechten 
Axen unter rechten Winkeln und halbiren zugleich die beiden Haib- 
axen mB und mB. Daher kann mC angesehen werden als zusammen- 
gesetzt ans mB oder \mJB und aus mß, und die übrigen auf ent- 
sprechende Weise. Die sechs Elementarträger sind somit auf drei 
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senkreolite Axen zurückgeführt, und zwar ist, wenn wir jeden Träger 
mit seinem Endbuchstaben bezeichnen, h zusammengesetzt aus B und 5ß, 
c ans l-B, 3 und 3ß; d endlieli aus |J9, ß und ^, und die entgegen- 
, Träger sind eben so aus den entgegengesetzten Linien zn- 
Betrachte ich nun irgend einen aus den Elementar- 
trägem zusammengesetzten Träger (Dcb) (wo sieh, wie in allen solchen 
Ausdrücken, die voranstehende Zalil [hier ß] allemal auf die h-Ase, die 
folgende Zahl auf die c-Axe beziehen soll), so habe ich, um diesen 
Träger durch die senkrechten Axen auszudrücken, nur zu untersuchen, 
wie oft jede derselben zur Zusammensetzung angewandt ist. So soll 
nun & b-mal vorkommen; b selbst aber ist aus B und ?ß zusammen- 
it, folglich kommen beide 6-mal vor; eben so ist e zusammen- 
■ l-B, S und ?ß, alle drei kommen also c-mal vor, endlich, 
da d aus ^B, ^ iind ^ zusammer^eeetzt ist, so kommen diese alle 
Ö-mal vor. — Folglich wird Sß im Ganzen (6 -|- c + b)-mal angewandt, 
B liingegen (6 — f C — y b)-mal und 3 endlich (c — li)-mal. Es werden 
also, da nun die Richtaxen senkrecht sind, die Axenab schnitte der 
getragenen Ebene sich umgekehrt verhalten, wie diese ßichtstücke, 
also wie 

1 1 1 

Nehmen wir nun das Verhältniss der drei Axen mP, mB, mZ um- 
gekehrt wie das der vorherigen Axen (wobei wir also mB unverändeH 
lassen), so weiden die Abschnitte sich verhalten wie 



b + c + b' 6 — ic— ^b ■ c — b 

Konstruktion der Punkte P und Z wird, wie in Fig. 9a und b 
^. leicht bewerkstelligt, indem man 

dort BP senkrecht zieht gegen 
mb, und hier GZ senkrecht 
gegen mC. 

Um nun die sämmtliehen 
Schnitte der zwölf Ebenen mit 
den Axen zu erhalten, nehmen 
wir wieder vorläufig die Träger 
so kurz an, dass die getragenen 
Ebenen wirklich durch die 
Alsdann werden offenbar sechs Ebenen 
.en und sechs durch den entgeg 




Punkte 

durch den Punkt 



y Google 



§ 18, Vollzählige Gestalten dea seoliBzähligen Sjstema. 143 

setzten, wir neimen diese Punkte Pole und bezeiclmen sie mit j) und p, 
wobei wir p den Nordpol, und p den Südpol nennen können. Jede 
Nebenaxe wird hingegen im Allgemeinen in sechs Punkten geschnitten, 
nämlich in 



und in den drei entgegengesetzten 7-^1 — ^TTs "■ ^- '^■' ''"*' ^^^' '^^^^ 
N jede beliebige der Nebenaxen verstehen, also S, G oder D. 

Wenn hier übrigens die Zahlen, welche subtrabirt werden sollen, 
grösser sind, als die, wovon subtrahirt wird, so ist dies ein Zeichen, 
dass der Durehachnitt die entgegengesetzte Halbaxe trifft. Ist zum 
Beispiel 5 der grösste und b der kleinste Zeiger, wie wir dies immer 
voraussetzen, so wird dieser Fall bei dem letzten Schnitt t- — .-^ — 

immer eintreten und wir schreiben deshalb statt dessen besser , . , , r ; 

io + ic — b' 

lun zugleich die Brüche ~ f wegzuschaffen, können wir Zähler und a4 
Nenner jener Ausdrücke mit zwei multipliciren. 
Sonach sind die sechs Schnitte folgende: 

2N 2N iN 

afi — c — b 2c — b — b b + c-3b 
Sjy ^N 2W 

S& — c — b 2c — b— b b-fc — 2 b' 
Der Ausdruck (2 c — b — b) wird null, wenn, wie beim Träger (753), 
die Unterschiede je zweiei- aufeinander folgender Zeiger gleich sind; 
er bleibt grösser als Null, wenn, wie bei (752), der erste Unterschied 
kleiner ist, als der zweite; im entgegengesetzten Falle wird er kleiner 
als Null, und wir haben dann mit dem zweiten Schnitt dieselbe Ver- 
änderung vorzunehmen wie mit dem dritten. In jedem solchen Punkte 
stoasen aber zwei Ebenen zusammen, zum Beispiel in dem eraten die 
Ebenen icb und bbc (überhaupt die, worin die in jenen Ausdrücken 
abzuziehenden Zeiger die zweite und dritte Stelle einnehmen). Ea 
bilden also jene Punkte keine Ecken, sondern nur die Durchgangs- 
punkte der von den Polen ausgehenden Kanten durch den Aequator; 
und zwar werden die drei Schnitte der ersten Reihe von den nord- 
polaren Kanten gebildet, die der zweiten von den südpolaren. Indem 
nun jede dem Mittelpunkte näher liegende Kante die entferntere, wenn 
sie durch dieselbe Halbaxe geht, verdrängt, so werden durch jene Halb- 
axe zwei Kanten hindurchgehen, eine nordpoiare und eine südpolare; 
denn von den drei Schnitten, welche jede Halbaxe (JV) treffen, ver- 
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dräugt der Schnitt '2N: (21) — c — b) den andern nordpolareii Schnitt; 
wir bezeichnen diesen Punkt mit n, hingegen den Punkt 2JV:(b -|-C — 2 b) 

mit n. Also ist 

_ 2 jv I _ ajy 

Als besonderen Fall haben wir hier den hervorzuheben, wo « 
und n zusammenfallen, dies wird nämlich der Fall sein, wenn die 
Unterschiede je zweier aufeinander folgender Zeiger gleich sind. 

Die Schnitte mit der dritten Art Axen (Z), die wir Zwiachenaxen 
nennen, könnten wir zwar für die Konstruktion entbehren; aber doch 
wird es die Uebersieht sehr erleichtern, wenn wir auch sie in Betracht 
ziehen. Der Durchschnitt der Ebene (6cb) mit der Axe Z in Fig. 9 h 
fand sich gleich _. ; also die sämmtlichen sechs Schnitte einer jeden 
Zwischenaxe (denn deren sind auch drei denkbar) werden sein: 
z z z 
^zr^ ^zrs 6^:^' 

b— c c— & 6-b' 
In jedem solchen Punkte stossen ebenfalls zwei Ebenen zusammen, 
zum Beispiel in dem letzteren e^-j: die Ebenen cljb und ebb, von 
denen die eine dem Nordpol, die andere dem Südpol angehöri. Es 
sind also jene Punkte nur Durchschnittspunkte der Kanten (Randkanten) 
mit dem Äequator. Es ist klar, dass hier die Kante, welche durch 
den Punkt g-;;^ S^^^t ^^^ übrigen verdrängt, da dies der dem Mittel- 
punkt zunächst liegende Punkt sein wird. Wir bezeichnen diesen 
Punkt mit s und konstruiren alle öestalten so, dass dieser Punkt g 
ihnen gemeinschaftlich wird. Damit dieser Punkt in Z seihst falle, 
multiplicneu wir alle jene Ausdrücke für ß, n, n und s mit (6 ~ b) 
und erhalten somit: 

' b + c + b ' 26 — c — b ' b-|-c — 2 b ' 

25 Hiemaeh ergiebt sich nun die Konstruktion für jeden einzelnen 

Fall sehr leicht, wenn wir nur noch bemerken, dass die nord- und die 
südpolare Kante, welche durch dieselbe Halbaxe gehen, da, wo sie sich 
durchschneiden, eine vierkantige Ecke bilden, die wir mit r oder r be- 
zeichnen, je nachdem sie auf der Nord- oder Südseite des Aequators 
liegt. Es sei nun die Gestalt 431 zu konatrairen, so ist 
» = ^P, n = 42iV, w = -|2iV. 
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Hiemaeh sind die Punkte p, n, n in Fig. 10a und b konstruirt. Man 
ziehe nun zunächst pn, pn in Fig. 10a und nn in Fig. 10b, und 
konstruire daraus das Dreieck pnn Fig. 10c. Dana ziehe man in 
Fig. 10a die Linien pn und pn, und verlängere diese, wie auch die 
vou p aus gezogenen Linien, bis .sie sich in j,j ^^^ 

r und r schneiden und trage dann pr and pr 
in Fig. 10c ab, so ist prr eins der Dreiecke, 
was die Gestalt begränzt. Zwölf solche Drei- 
ecke, wovon sechs in p, und je vier in r 
und r zusammentreffen, umgi'änzen dann die ' 
ganze Gfestalt. 

Man nennt diese Gestalt, deren Rand- 
kanten {rr) den Äequator schneiden, ein Ska- 
lenoeder, was sich für den besonderen Fall, 
dasa n und n zusammenfallen (s. oben), in eine 
sechsseitige Doppelpviajnidp verwandelt — I 

Wii haben in dei ganzen bisherig<n Entwickeluug nui sokhe zu 
sammengesetzte Tragei betiiehtet, deien Elementiitii^ei dem'Jelben 
Pole ingehorten Andeis veihalt es sich zum j, ^^ 

Beispiel mit dei frestilt Kb Die zwölf gleich '^ 

werthigen Tiagei wuiden wir hier eihilten '' 

wenn wii in der obigtn Zua immenstplluiig & / 

überall entgegengesetzt nehmen (das heisst statt / > 

ß hiei schreiben 5, und statt B hiei B) — ^ 

Daduich werden lUe oben daigestellten Ansdiucke sich ^o veiindern, 
dass auch m ihnen ß entgegengesetzt zu nehmen ist, das heisst wo es 
doit hinzuzuadduen wai es hiei 7U subtiahiren ist und umgekehit 
Doih hit man dann noch immer wiedei zn untei ^^ ^^^ 

suchen wekhe Kante die indere verdidngt, und j> 

wenn min dies alleb gehörig m Ei wagung zieht 
wird man erhalten: 



l' + c 
c + b-t 



» 6 + c 



& + C 



c + b 



+ b — b 

2N. 




Es ist hier noch der Fall zu erwähnen, wo p ganz verschwindet, 
und die Flächen also der Hauptaxe parallel werden; das ist nämlich 
der Fall, wenn die Zahl, mit welcher P dividiri werden muss, um p 
zu erhalten, null wird, das heisst, wenn die Zeiger, die dem Nordpol 
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zugehöreil, zusammen eben ho gross sind als der dem Südpol zuge- 
hörige, zma Beispiel in der Gestalt 532. Alsdann verwandelt sich das 
Stalenoeder in eine awölfkantige Sanle. 
Fallen die in einer Polartante zusam- 
menstossenden Flachen zusammen, so 
verwandelt sich das Skalenoeder in einen 
Ton sechs Ehomben umschlossenen Körper 
(Rhomboeder); fallen die Ebenen zu bei- 
den Seiten einer ßandkante zusammen, 
so erhält man eine sechskantige Säule; 
fallen endlich die Flächen um p zusammen, 
so erhält man eine Schicht. — 

Fig. 14 stellt ein Skalenoeder dar, 
in der Richtung der Hauptaxe gesehen, die Punkte r und r musa 
man sich abwechselnd über und unter der Aequatorebone denken. 

§ 19. Halbgestalteu des sedisaSIUigen Systems. 
Das Skalenoeder liefert zwei Halbgestalten, indem entweder die 
an den Raiidkanten liegenden Flächenpaare wechseln, oder die einzelnen 
26 Flächen selbst. Im letzteren Falle erhält maji -j- ein Rhomboeder, im 
ersteren ein Ton sechs Vierecken Limsehlossenes Skalenoeder. Wenn 
das vollzählige Skalenoeder in eine sechsseitige Doppelpyramide über- 
geht, so verwandelt sich das halbzählige Skalenoeder in eine dreiseitige 
Doppelpyramide; geht aber jenes in eine awölfkantige Säule über, so 
vei-wandelt sich dies in eine sechskantige Säule mit abwechselnd schär- 
feren und stumpferen Kanten, während das Rhomboeder in eine regel- 
mässige sechskantige Säule übergeht. Alles dies wie auch die Kon- 
struktion dieser Gestalten ergiebt sich leicht, wenn man das fi-üher 
dargestellte Verfahren auf diesen Fall konsequent anwendet. 

§ 2U Das zw^eizäMige und das einzäMige System. 
Beide Systeme geben keine einfachen, geschlossenen Gestalten 
mehr, sondern das eiste nur rhombische Säulen und Schichten, das 
letzte nur Schiditen Desto reichhaltiger sind aber die Verbindungen 
verschiedener einfachei Gestalten, welche demselben Axenverhältniss 
zugehören. Die unendliche Mannigfaltigkeit dieser zusammengesetzten 
Gestalten gestattet keine dllgemeine Darstellung mehr, während in jedem 
einzelnen Falle die Verbaltnisse sich nach der für die andern Systeme 
entwickelten Methode darlegen. 
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IL Neue Tlieorie der Elektrodynamik. 



Von 

Hermann Grassmaim. 



Püggendurffs Annaloii der Physik und Chenüe, Bd. di. Erstes Stüct, S. 1—18 (1845). 



Es iat bekaant, dass aich die bewegenden Wirtungen, welche 
elektriseKe Ströme oder Magnete auf einander oder die einen auf die 
andern üben, so weit sieh bisher unsere Beobachiningen erstrecken, aus 
Einer Voraussetzung ableiten lassen. Das Gebiet, auf welchem sich 
jene Beobachtungen bewegen, lässt aber noch, wie ich hernach zeigen 
werde, für die Annahme der gegenseitigen Einwirkung zweier Strom- 
tbeile einen freien Spielraum übrig. Indem ich nun die Ämpere'sche 
Annahme, nach welcher, wie es sein muss, die gegenseitige Einwirkung 
Kweier unendlich kleinen Stromtheile zu Grunde gelegt wird, einer 
genaueren Prüfung unterwarf, so ergab sich mir dieselbe als höchst 
nnwahrscheinlich; und indem ich zunächst das Willkürlicho in jenei' 
Annahme fortzuschaffen suchte, so bot sich mir eine andere Annahme 
dar, welche die elektrodynamischen Erscheinungen, so weit sie in den 
Kreis der bisher angestellten Beobachtungen fallen, mit gleicher Ge- 
nauigkeit darstellt, welche aber sowohl durch die Einfachheit der zu 
Grunde gelegten Formel, als auch durch die vollkommene Analogie 
mit allen andern bewegenden Kräften den höchsten Grad der Wahr- 
scheinlichkeit besitzt. 

Ich habe schon angedeutet, dass diese neue Annahme, auf alle 
bisher beobachteten Erscheinungen angewandt, dieselben Resultate 
liefert, wie die Ämpere'sche; hingegen giebt es ein Gebiet der Er- 
seheinuagen, auf welchem nach beiden Annahmen oft gerade die ent- 
gegengesetzten Erfolge eintreten müssten, und welches daher von Seiten 
der f Erfahrung her die einzige Entscheidung über die Richtigkeit der 2 
einen oder der andern Annahme liefern würde. Es ist diess, wie ich 
am Schlüsse dieser Abhandlung zeigen werde, das Gebiet der Strömungen, 
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welche durch freie, an den Enden einer Leitung aufgekaufte (entgegen- 
gesetzte) Elektricitäten hervorgebracht werden, also das Gebiet der 
durch Maschinenelektrieität hervorgerufenen Strömungen. 

Die Versuche, welche man bisher auf diesem Gebiete angestellt 
hat, um elektrodynamische Wirkungen, wie zum Beispiel die Ablenkung 
einer Magnetnadel, nachzuweisen, sind sehr weit davon entfernt, die 
Differenz beider Hypothesen irgend wie hervortreten zu lassen. Auch 
stellen sich solchen Versuchen, welche diess leisten können, bisher noch 
bedeutende Schwierigkeiten entgegen. Dennoch scheint es mir wichtig, 
eine Hypothese als wahrscheinlich nachzuweisen, welche die Erfolge 
vorhersagen würde, die hei feineren Instrumenten und genaueren 
Beobachtungen eintreten müssten. Eine solche Annahme würde ein 
leitendes Princip werden, wonach von geübter Hand vielleicht bald 
entscheidende Versuche augestellt werden könnten. Es sei mir daher 
erlaubt, hier diese neue Annahme abzuleiten, und geübteren Physikern 
zur Prüfung vorzulegen. 

1) Alle Versuche, welche bisher in Bezug auf elektrodynamische 
lungen augestellt sind, sind entweder mit geschlossenen Strömen 
It, oder doch mit solchen Strömen, die wie geschlossene an- 
gesehen werden können*). Diese Versuche bestehen darin, dass man 
entweder die gegenseitigen Einwirltungen zweier geschlossener Ströme 
3 beobachtet, oder dass man einen Theil f eines geschlossenen Stromes 
beweglich macht, und theils die Einwirkung beobachtet, welche er 
durch den ganzen Strom, dem er angehört, erleidet, theils die Aenderung 
dieser Einwirkung, welche erfolgt, wenn noch ein anderer geschlossener 
Strom hinzutritt. Da nun dadurch, dass man einen Theil eines Stromes 
beweglich macht, die Wirkung, welche der ganze Strom hervorruft, 
nicht geändert wird, so erstrecken sich die bisher angestellten Versuche 
nnr auf die Wirkungen, welche geschlossene Ströme üben, sei es nun 
auf andere geschlossene Ströme oder auf Stromtheile. Hingegen hat 
man keiaen Versuch angestellt, um die Wirkur^ eines Sferomtheils zu 
prüfen, weder die, welche er auf einen geschlossenen Strom, noch die, 
welche er auf einen andern Stromtheil übt. 

2) Daher musste Ampere, um zu seiner Formel zu gelangen, 
mit den Ergebnissen der Beobachtung eine willkürliche Annahme ver- 
binden. Die Annahme, welche er zu diesem Ende macht, ist für den 

*) Dahin gehören die Ahlenkungen der Magnetnadel durch Entladungen 
einer Batterie, wobei einestheila die zahlreichen Umwindungen dea Multiplikators, 
andetentheila die Nähe der nur durch die Dicke deä Glases getrennten Elektricitäten, 
welche ausgeglichen werden, die Ströme, ihren beohachtnngsföhigen Wirkungen 
nach, den geHohlosseuen Strömungen gleich machen. 
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ersten Anblick eine Lochst einfache mxd naturgemässe, nämlieh dags 
zwei nnendlieh kleine Stromtheile ^ngs der ihre Mitten verbindenden 
geraden Linie auf einander wirken, also entweder anziehend oder ab- 
l im eigentlichen Sinne. 

I dieser Annahme gelangt nun Ampere von den Ergeb- 
nissen der Beobachtung aus mit Nothwendigkeit zu seiner Gmndformel, 
nach welcher die Ki-aft, mit der ein unendlich kleiner Stromtheil a 
auf einen anderen 6 anziehend wirkt, proportional ist dem Ausdrucke: 

(1) ^(2coss — 3cosßcos/5), 

wo a und h die Stromelemente, das heisst, die mit den Strümungs- 
uittnsitätpn multiplicirten unendlich kleinen Linientheile sind, in 
welchen sich die Ströme bewegen, r die Entfernung der Mittelpunkte 
dieser Lmientheile YOn eiuandei', s den Winkel zwischen beiden Strom- 
theden, a und ß die Winkel bedeuten, welche diese Stromtheile 
a und b beziehhch mit dem Strahle bilden, welcher Ton dem Mittel- i 
punkte eine'? dieser Stromtheile durch den des andern gezogen 
weiden kann 

3) Schon die verwickelte Gestalt dieser Formel muss einen Ver- 
dacht gegen sie erregen. Dieser Verdacht muas noch gesfceigei-t werden, 
wenn man sie anzuwenden versucht. Betrachtet man zum Beispiel den 
emlai'haten FiiU, dass beide Stromtheile parallel, also e ^ 0, a =^ ß 
seien, so geht der Ampere'sche Ausdruck über in: 

(1*) |^(2_3cos^k), 

woraus hervorgeht, dass wenn cos^« gleich j, oder, was auf dasselbe 
hinauskommt, wenn eos 2 k gleich -| ist, das heisst, wenn der Mittel- 
punkt des angezogenen Elementes auf einer Kegelob erfläch e liegt, 
deren Spitze in dem anziehenden Elemente, und deren Winkel an der 
Spitze zum Cosinus ^ hat, keine Einwirkung erfolgt, innerhalb der- 
selben Abstossung, ausserhalb Anziehung stattfindet. Dies Ergehnias 
hat in "lier That zu wenig Wahrscheinlichkeit, als dass man nicht 
gegen die Annahme, aus welcher es hervorgeht, einen Verdacht schöpfen 
sollte, so sehr dieselbe auch dem Scheine nach durch die Analogie 
aller übrigen Kräfte vertreten sein mag. 

Dazu kommt, dass die Anwendung jener Analogie auf unser Grobiefc 
als eine wenig begründete erscheint. Denn bei allen anderen Kräften 
sind es ursprünglich punktartige Elemente, das heisst, Elemente ohne 
bestimmte Riehtungen, welche auf einander wirken, und bei diesen 
läast sich die Nothwendigkeit der gegenseitigen Wirkung längs ihrer 
Verbindungslinie sogar a priori, ableiten; was berechtigt uns aber, 
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diese Analogie auf ein ganz freradai'tiges Gfebiet, auf welchem die Ele- 
mente mit bestimmteu Riehtungeii begabt sindj zu übertragen? Aucli 
spriclit die Formel selbst, welche keineswegs etwa der Formel für die 
Anziehung durch Gravitation ähnlich ist, es deutlich genug aus, dass 
die Analogie in dieser Weise nicht stattfindet. 
5 4) Ich gehe daher, ohne zunächst eine willkürliehe Voraussetzung 

zu machen, davon aus, das Wilikürliehe der Ampere'schen Hypothese 
auszuscheiden, wobei ich, wie es geschehen muss, annehme, das« diese 
Hypothese, so weit sie durch Versuche bisher geprüft ist, das heisst, 
90 weit sie sich auf die Anziehungen bezieht, welche geschlossene 
Strome auf andere Ströme oder Stromtheile üben, vollkommen be- 
währt sei. 

Es ergiebt sich zuerst leicht, dass man alle Erscheinungen, welche 
innerhalb des soeben bezeichneten Gebietes liegen, ableiten kann, wenn 
man die Einwirkung kennt, welche ein Winkelstrom, das heisst ein 
unendlicher Strom, welcher einen Winkel durchströmt, auf ein Strom- 
elemeut übt, dessen Mittelpunkt in der Ebene des Winkels liegt. Denn 
erstens kann ich jeden geschlossenen oder nicht geschlossenen Strom 
ansehen als zusammengesetzt aus solchen Strom dementen, und zweitens 
kann ich jeden geschlossenen Strom als ein von dem Strome durch- 
flossenes Polygon, dieses Polygon aber, als zusammengesetzt aus 
Winkelströmen, welche die Aussenwinkel desselben bilden, ansehen, 
wobei ich nur aus der Erfahi'ung voraussetze, dass gleich starke ein- 
ander entgegengesetzte Strome, welche durch denselben Leiter fliessen, 
sich einander aufheben. 

So zum Beispiel kann ich den Strom ahc (Fig. 1) ansehen als 
zusammengesetzt aus den drei Winkelströmen fad^ dhe, ecf. Endlich 
kann ich, indem ich von dei Mitte des 
angezogenen Elementes einen Strahl 
dujch den Scheitel des Winkelstromes 
lege, diesen m zwei Winkelströme zer- 
legen, deren jedei mit der Mitte des 
angezogenen Elementes m derselben 
Ehene liegt Es kommt also, um aus 
der Ampere sehen Formel das Will- 
kürliche fortzuschaffen, nur darauf an, 
aus ihr die Wirkung eines Winkelstromes 
auf ein derselben Ebene anliegendes 
Element abzuleiten. 
5) Aus der Ampere'schen Formel folgt sogleich, dass die Ein- 
6 Wirkung, welche ein Element durch ein anderes f erfährt, wenn beide 
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Aub' teid üg le W Uk rli 1 p 



^M 



Hyp n e 



lll 



Elemente nicht ui deiselben Eben hegen gleich ist der Emwirkung 
weLhe lie aenktecMe Piojekt ou des ei«teien ait die dmcli seine Mitte 
uni daiS letztere gelegte Elene lurLh dasselbe Element eifihrt Diese 
EezieKim^ wird iLo aa*,h tu inseien Fall foitbeitehen imd wir haben 
somit nui nock die Wiikung emea Wmkelstiomes auf ein Flement 
derselben Ebene also znnichst dip eines lir hsticmtei Stiahles auf 
ein solches Element zu buchen Diese Wirkung koi nen wii ii ine 
langt, dem Elemente und m eme senkrecht dagegen ertolgende zerlegen 
b) Für diese Laugswirkung eigiebt sich dass sie von der Rieh 
tung det Strahles unal hangig ist*) also f fui einen Winkelatiim 7 
eben so gioss ist als ob be le btiahlen zusimmenhelen das heiset 
gleich Null ist Diiius folgt dass die Wnkuuff welche ein Winkel 
ström auf ein seiier Ebene anliegendes Ekment ul t senk tcht gegen 
das letztere m diesei Ebei e elf lj,t woiin beilauhif ben eikt be^t 



Denn man 1 at a s Amt eres lorm 1 
(m der S. ciitung de Strahles genommenj ist ■ 
ist welche von dem inlangsj^nnkt le« 
StrahlfB a is diPsen lurchlauft für d e 
Ai ziehuB^ welche d esa Element luf iae 
''tromelement & na h deasen Ldnganeh 
tung al t de Auadn ik 



■ d eil Element des '-■t a 
iip Iiifc 1 1 t ier Str m 






:|?C2C 



Wenn ferner ( das Loth. von der Mitte 
des angezogenen. au± die Linie des an- 
ziehenden Elementes ist (siehe Tig, 2) ds 

,, ^ , Ida r'da 

— rt(i cot ß) = -;-j— = — j- , 

vrährend s =^ a — p, dß ^^ da ist. 
Dadnrch wird der obige Auadruck: 




Dehnt man die Integration über den ganzen Strahl ane, und setzt aobliesslich 
tu, ^, r insbesondere als die dem Anfangspunkte des Strahles zugehörigen Werthe, 
80 erhält man, statt l wieder sein Wei'th )' ain a gesetzt, den Ausdruck: 



für die Längswirkimg des Strahles, welche somit \ 
des Strahles, unabhängig ist. 
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dass die Wü-kung eines beliebigen geseblosseiieii Stromes auf ein Strom- 
element stets senkrecbt gegen das letztere erfolgt, 

7) Die gegen das angezogene Element senkrechte Bewegung, welche 
ihm nach Amperes Formel durch einen mit jenem Elemente in 
derselben Ebene liegenden durchströmten Strahl mitgetheilt wii-d, crgiebt 
sich als aus zwei Grliedem bestehend, deren eines von der Richtung 
des anziehenden Strahles unabhängig ist, und also bei der Annahme 
von Winkelströmen verschwindet, und deren anderes 

(2) '^cot|ff*) 

ist, wo r die Entfernung des Elementes vom Anfangspunkte des Strahles 
8 und ß der Winlrel ist, welchen der f Strahl mit dem von seinem An- 
fengspunkte durch das Element gezogenen Strahle bildet, wo \ die 
senkrechte Projektion des Elementes auf die durch seine Mitte und 
den Strahl gelegte Ebene ist, i aber die Intensität des den Strahl durch- 



*) Nämlich mit Beibehaltung der obigen BeEeichnnng ist die Wiikung eines 
Elementes iäs des den Strahl durchlaufenden Stromes auf das Stromelemeiit ii, 
nach der gegen das letztere senkrechten Eichtung gleich; 



u?(3c 



, lia = (23, £ = ü 



s -wieder, da 



und also integrirt giebt; 



und disss liefert, wenn die Integration über den ganzen Strahl anegedehnt wird, 
und die Bezeichnungen der veränderlichen Grössen (ik, p) jetzt auf ihre für den 
Anfangspunkt des StraiileB eintretenden Werthe beschränkt werden, den Auadruek; 

*ip + oo,.co.|i + eo.„,in-n, 

indem, im Unendlichen a 180° wird und p in 180" — e übergeht. Setzt man 
endlich statt l und e ihre Werthe r sin a. und (or ^ ß), zieht das daim sich ent- 
wickelnde Ghed cos a cos' ß mit cos a sin^ ß in Bin Glied cosa zusammen, und. 
setzt statt (1 4- cos «) ; sin a seinen Werth cot ^, so erhält man; 

WO das zweite Glied von « , das heisst von der Eichtung des anziehenden 
Strahles unabhängig ist. 
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laufenden Stromes austtrückt, und wo endlicli das Stromelement sicli 
nach seiner recMen oder linken Seite hin bewegt, jo nachdem der 
Strom in dem Strahle demjenigen, welcher, Yon ihm aus das Element 
betrachtet, zur rechten oder zur linken Hand fortläuft. 

Hieraus folgt die Wirkung eines Winkelstromes, dessen Schenkel 
die Winkel a und ß' mit dem durch das angezogene Element gefühlten 
Strahle bilden, gleich: 
(3) —^ (cot \ü ~ cot Y «'). 

Hieraus folgt, beiläufig bemerkt, dass die Gröase der Bewegung, welche 
ein Stromclement von einem in gleicher Ebene mit ihm liegenden 
Strome erfähi-t, unabhängig ist von der Richtung dieses Elementes, 
aber stets senkrecht gegen dasselbe nach derselben Seite hin erfolgt. 

8) Der gefundene Ausdruck (3) für die Wirkung eines Winkel- 
stromeg enthält nun, da diese Wirkung sich wenigstens ammherungs- 
weise durch Versuche nachweisen lässt, nichts Hypothetisches mehr 
zugleich enthält er die Resultate der Beobachtungen, da sie sich alle 
auf die Wirkung von Winkelströmen zurttctfübren lassen, vollständig 
in sich, und kann daher als Grundlage einer jeden Hypothese über die 
gegenseitige Einwirkung der f Stromelemente dienen. Da nun dieser 9 
Ausdruck aus zwei Gliedern besteht, von denen das eine durch die 
Lage des Einen Strahles und das andere eben so durch die des andern 
bedingt ist, so erseheint es durchaus als das Einfachste, diese Gheder 
als Ausdrucke für die Wirkungen der einzelnen Strahlen zu nehmen, 
das heisst, den Ausdruck (2) als den wirklichen Ausdruck für die An- 
ziehung eines durchströmten Strahles zu setzen. In der Tbat bringt 
jede andere Annahme etwas Fremdartiges in die Formel hinein, und 
erscheint daher als eine erkünstelte. 

Ich lege daher jenen Ausdruck (2) nämlich 

— ^cot-^ß 

als Ausdruck für die Wirkung eines Strahles in dem oben näher dar- 
gelegten Sinne für die folgende Entwicklung zu Grunde. 

9) Von hier aus gelangen wir sogleich zu der gegenseitigen Ein- 
wirkung zweier Stromelemente , indem wir das anziehende Strom- 
element ids als Vereinigung zweier durchströmter Strahlen auffassen 
können, welche die Richtung und Intensität {«) dieses Elementes haben, 
und von denen der eine in gleicher Eichtui^ mit dem Element, der 
andere in entgegengesetzter von dem (positiven) Strome durchflössen 
wird, während der erste den Anfangspunkt des Elementes zu seinem 
Anfangspunkte hat, der letzte den Endpunkt. 
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Mao erhält dann 
(4) f'»m« 

als Ausdruck der Wirkung, welche ein Stromelement a auf ein a 
um r voH ihm entferntes fe übt, dessen senkrechte Projektion auf die durch 
« und r gelegte Ebene 6j ist, während k den "Winkel darstellt, welchen 
(t mit dem nach h hin gezogenen 
Strahle bildet; und zwar erfolgt die 
Bewegung senkrecht gegen & (oder 
6j) in der durch a und r gelegten 
Ebene nach derjenigen Seite hin, 
nach welcher der Schenke! a des 
Winkels a. Ton f dem andern Schen- 
kel aus betrachtet liegt (siehe 
Fig. 2)«). 

10) Betrachten wir zunächst die 
gegenseitigen Einwirkungen zweier 
Stromelemente a und fe, deren Ver- 
längerungen sich schneiden, so ist 
klar, dass man beide Bewegungen, da sie gegen die sich bewegenden 
Stromelemente senkrecht sind, als durch Schwenkung der beiden geraden 
Linien, denen die Stromelemcute actgehören, um den Dnrchschnitts- 
pimkt bewirkt ansehen kann. Dann ist der Winkel, um welchen sich 
eine der Linien, etwa die, welcher h 'angehört, schwenkt, gleich der 
Bewegung des Elementes dividirt durah die Entfernung iß) dieses 
Elementes von jenem Durchschnitte, also gleich: 
IK\ ?^ ^^ ?^^?"_,!**A 

Diese Formel lehrt, dass die Strahlen, in welchen beide Elemente 
liegen, bei der Bewegung einen gleichen Winkel zu besehreiben trachten, 
während ihr Durehschnittspunkt derselbe bleibt, und auch die Lage der 
Elemente in den Strahlen sich nicht ändert; auch sieht man leicht, 




•) Dean man hat den Ausdruck (3) nur »acb — ds zu differe 
Anziehung des Elementes ids au finden; man erkält, atatt r, cot-^a, da ihre 
Wertlie 

l 1 + coa n Id» 



gesetzt , 



durch diese Differenziation den z 



Ausdruck : 



'*) Da -^- = —^ iat, siehe Tig. 2. 
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wie der Winkel beider Strahlen durch die Eewegung vermindert wird, 
wenn die Elemente beide dem ScbeitelpunMe zu- oder von ibm ab- 
strömen, hingegen vermeirt, wenn das eine dem Seheitelpuntte sieb 
zukehrt, das andere eich von ibm abwendet. 

Hierdurch tritt die wahre Gegenseitigkeit in der Bewegung ans 
Licht, und man siebt wie diese gegenseitige Anziehung zweier "f Linien- ii 
theile eben so den Winkel za vermindem trachtet bei konstantem 
Scheitelpunkte, wie die gegenseitige Anziehung zweier Punkte deren 
Entfernung hei konstanter Linie, in der sie liegen, zu vermindern 
trachtet. So zeigt sich hier, statt der erkünstelten und seheinharen 
Analogie der Ämpfere'schen Annahme, eine naturgem'^se und wahre 
Analogie, indem Linien und Punkte sich in der Ebene eben so ein- 
ander entsprechen, wie Winkel und Entfernung, wie Durchschnitts- 
punkt und umfassende Linie. 

11) Diese Analogie tritt in ein noch helleres Licht, wenn ich 
zeige, wie die elektrodynamischen A:iziehuugen nach der neuen Theorie 
und die Anziehungen durch Gravitation sieh durch dieselbe Formel 
ausdrücken lassen. Zu dem Ende muss ich jedoch hier den Begriff 
einer Verknüpfung anführen, welche ich in einem kürzlieh erschienenen 
Werke*) dargelegt habe, und zwar ehe ich von dieser neuen Theorie 
eine Ähnung hatte. 

Ich habe nämlich dort nachgewiesen, dass man als das Produkt 
zweier Punkte a und h ihre Verbindung strecke , und eben so als das 
Produkt zweier, mit bestimmten Intensitäten (Gewichten) behafteten 
Punkte die mit dem Produkte der Intensitäten multiplieirte Verbiu- 
duQ^strecke ansehen müsse; hiemach würde, wenn « und ß Punkte 
wären, ccß die von k nach ß gezogene Strecke, welche nicht bloss 
ihrer Grösse, sondern auch ihrer Richtung nach aufzufassen ist, vor- 
stellen, und wenn etwa 2 und 3 die Intensitäten wären, und a gleich 2«, 
h gleich 3^ wäre, so würde jene Strecke, ohne Aenderung ihrer Rich- 
tung, sechs Mal zu nehmen sein, um das Produkt ah darzustellen. 
Ich habe dort gezeigt, wie diess Produkt sich von dem arithmetischen 
dadurch unterscheide, dass, wie man sogleich sieht, a . b gleich 
— b . ffl ist, 

Hiemach würde die Anziehung, welche ein Punkt a auf einen um 
/ entfernten Punkt b durch Gravitation bei beliebigen Gewichten beider 12 
Punkte übt, proportional sein: 

(5 "^-. 

*) Die Ausdelinuagslebio. Erster Tkeil, eatkaltend die lineale Ausdeluumga- 
lehre. Die angeführten Sätze finden eich S. 61, 164 und 222. ( Gea. Werke I, 1, 
S. 90f-, 189f., 243.} 
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ein Vuadiuck welchei, Teimog« dei hO el>en ingegfbenen Beilentuug 
zugleich die Richtung der Anziehung m sieh schbesst 

Ebenso habe ich dnit gezeigt, dass der riiehenrium eines Piialle 
gramm-^ ah Prcdvikt zweiei anemandeistossenden Seiten n und h auf- 
zufasien sei, wenn man an diesen Seiten zugleich ikte Richtung und 
Länge festhalt, und dass auch hier « h gleich — i a sei, und ich 
habe dort gezeigt, dass, wenn an a und b zugleich die Linien, m denen 
sie Legen, fe'ftgehalten werden sollen, dann da'5 Piodulvt den mit |enem 
FEeheniaum zusimmengeiiLhauten Durchschnittspunlit beider Linien 
daxa teilt 

Nun ist dei 7ihler des Ausdtuckes {^^) offenbai dei Ausdruck füi 
den Flachenraum eines Paxallelogiamms, ■welches a und h mit Bei 
hehiltimg ihrei Eithtungen zu Seiten hit Somit !;eht, wena man 
unter a und Ij die Stionielemente mit Feststellung dei Linien, m 
welchen Sie liefen vei stellt dei Ausdiuük (5) uher in 

(0) 

welcher identisch ist mit dem für die Anziehung durch Grrayitation 
aufgestellten, und dessen Grösse die Grösse der Schwenkung ausdrückt, 
welche sich beide Elemente mitzutheilen streben, während der durch 
das Produkt a . b zugleich dargestellte Punkt das Schwenkungscentrum 



12) Diese Analogie haben wir nur nachgewiesen, wenn die Strom- 
elemente sich Ter^ngert achneiden. Hierron ist nicht wesentlich ab- 
weichend der Fall, dasa die Stromelemente parallel sind, indem diesa 
so betrachtet werden kann, als ob ihre Verlängerungen sieh in unend- 
licher Entfernung schnitten. Hingegen wird die Betraehtmig schwieriger, 
13 wenn die Stromelemente nicht derselben f Ebene angehören. 

Für diesen Fall will ich nur anführen, dass sich die Bewegung 
zerlegen läsat in zwei Bewegungen der Linien, denen jene Elemente 
angehören, indem hier das gemeinschaftliche Loth beider Linien (ihre 
kürzeste Entfernung) die Stelle des Durchschnittspunktes yertritt. Die 
eine dieser Bewegungen besteht in einer Schwenkung um diess gemein- 
sehafthche Loth, welche wieder eine Verminderung oder Vergrösserung 
des Winkels beider Ströme bewirkt; die andere dieser Bewegungen 
besteht ia einer Verminderung oder Vergrösserung jenes Lotbes, welche 
dadurch bewirkt wird, dass jene Linien auf diesem Lothe fortrücken. 
In beiden Fällen ist die Bewegung eine gegenseitige, die Linien bleiben 
senkrecht gegen das gemeinschaftliche Loth, und die Stromelemente 
ändern ihre Lage innerhalb dieser Linie nicht. 

Man sieht leicht, wie hier wiederum die voUkommenste Analogie 
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in der Art der Bewegung mit der durch GraYitation bewii-kten statt- 
findet. Auch würde ich zeigen können, dass auch diese Bewegung 
sich durch den Ausdruck (6) darstellen läest. Allein ich kann diesen 
Nachweis hier nicht führen, ohne die Gesetze einer Analyse zu ent- 
wickeln, welche zwar für die Physik von grosser Bedeutung ist, und 
oft die scheinbar verwickeltaten Verhältnisse in den einfachsten Formeln 
darstellt, welche aber doch sich nicht so in der Kürze darlegen lässt*). 
13) Es bleibt mir nun noch übrig die Art anzugeben, wie durch 
Versuche eine Entscheidung zwischen beiden Theorien zu Wege gebracht 
werden konnte. Doch ehe ich dazu übergehe, will ich eiaes Versuches 
erwähnen, den man als beweisend gegen die neue Theorie ansehen 
könnte, dessen beweisende KJraft aber freilich bei genauerer Betrachtung 
^inzlich verschwindet. 

Nämlich nach der neuen Theorie üben gleichgerichtete Strom- 
theile, welche in derselben geraden Linie liegen, (nach Formel (4)) i4 
keine Wirkung auf einander aus, nach Ampfere stossen sie sich ab. 
Nun hat man diess letztere durch Versuche beweisen wollen, indem 
man einen geschlossenen Strom, in der Gestalt eines Rechteckes, partiell 
iu der Art beweglich gemacht hat, dass durch die Bewegung eine Ver- 
engerung des einen Seitenpaares entsteht, woraus man dann, ohne das 
andere Seitenpaar zu berücksichtigen, auf eine sich gegenseitig ab- 
stoasende Kraft derjenigen Stromtheile geschlossen hat, welche hier, in 
denselben Linien liegend, sich von einander entfernen. 

Um die Unrichtigkeit dieses Schlusses zu zeigen, brauche ich hier 
nur auf die obige Entwicklung hinzuweisen, nach welcher beide 
Theorien, auf geschlossene Ströme angewandt, mögen nun Theile der- 
selben beweglich gemacht sein oder nicht, stets gleiches Resultat 
liefern. Ueberdiess ist für diesen Fall noch zu bemerken, dass bei dem 
Uebergange eines Stromes aus einem Leiter in einen andern eigentüm- 
liche Kräfte wirksam sind, welche, wenn beide in gerader Linie liegen, 
in dieser Linie wirken, deren Natur und Wirkungsart wir aber noch 
nicht kennen. 

14) Ueberhaupt ist klar, dass eine Entscheidung zwischen beiden 
Theorien, da die Wirkung, welche geschlossene Sti'öme üben, nach 
beiden dieselbe ist, nur möglich ist, wenn man die Wirkung betrachtet, 
welche ein begranzter Strom übt. 

Nun ist aber die Stärke der Strömung bei demselben Leitungs- 
widerstande der Differenz der an seinen Gränzen aufgehäuften Elektri- 



*) Ich verweise in dieser Bezieliung auf mein oben angeflikrtea', Werk, 
■welcteni ioh die Anwendungen auf die Phyaik beeonders hervorgehoben habe. 
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citäten proportional*). Soll aber der Strom ein begi'änzter aein, so 
dürfen die nach seinen GrUnzen A und JB übergeströmten Elektricitäteii 
16 nicbt weiter fortselireiten , weil f sonst A und B nicht die Gränaen 
des Stromes wären. FolgUch wird die Strömung nur so lange fort- 
dauern, bis jene DifPerenz ausgeglichen ist, und das Quantum der hin- 
durehgegar^enen Eiektricitat wird der elektrischen Differenz jener 
Gräßzen gleich sein. Daraus folgt, dass man das Masimum des Effekts 
erhält, wenn jene Differenz ein Maximum ist. 

Der begränzt« Strom würde daher so hervorzurufen sein, dass man 
zuerst etwa zwei Kugeln mit entgegengesetater ElektricJtät möglichst 
stark lüde, und sie dann nach der Ladung (nicht wahrend derselben) 
in leitende Verbindung bmchte. Dann Initt« man die Wirkung dieses 
begränzten Stromes auf irgend einen elektrischen Strom oder besser 
auf einen ftlagneten zu beobachten, und die Anordnung dabei so zu 
treffen, dass die Wirkungen nach beiden Theorien möglichst verschieden 
erfolgten. 

15) Da durch einen eingeschalteten Multiplikator oder dmch An- 
wendung einer Batterie, statt jener einfachen Entladung, der begränzte 
Strom einem geschlossenen angenähert, die Differenz der Wirkungen 
nach beiden Theorien also Termindert werden würde, so sind diese 
Mittel zur Verstärkung der Wirkungen hier nicht anwendbar, und man 
sieht daher die Schwierigkeiten, welchen Versuche dieser Art unter- 
liegen würden. Da indessen diese Schwierigkeiten nicht an sich un- 
überwindliche sind, so wird es dennoch von Interesse sein, diejenige 
Anordnung zu kennen, bei welcher ein 
Maximum in der Differenz der Wirkungen 
nach beiden Theorien erfolgte. 

Dies Maximum findet nun, nach meinen 
Untersuchungen, dann statt, wenn die 
Magnetnadel senkrecht gegen den gerad- 
linigten Strom so aufgestellt wird, dass 
ihre Mitte in der Verengerung jenes Stro- 
mes liegt, und sich senkrecht gegen die 
durch den Strom und die Nadel gelegte Ebene frei bewegen kann. 
Zur Erläuterung diene Figur 3, in welcher AB den begränzten Strom 
5 vorstellt, so d^a die positive Elektricität von f A nach B strömt, und 
wo zwei Magneten, deren Nordenden mit 'N bezeichnet sind, durch 

*) Dies gilt Bowohl fär jeden Leitrnngsdralit eiüeK galvaniachen Stromes, wie 
für den durch Eeibtmgselektricitat hervorgebrauhten, nur dase dort ai&h die elek- 
trische Differenz stets auf derselben Höbe erhält. Aus diesem Gesetze lilsst sich 
übrigens das Ohm'sche Gesetz o priori ableiten. 
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eincH Bogen SCN aus einer festen Substanz verbunden sind, welcher 
in C/ an einem Faden aufgehängt ist. 

16) Setzen wir, um für diesen Fall die Wirkungen, welche der 
begränzte Strom nach beiden Theorien zimächst auf unendlich kleine 
Magneten üben würde, zu finden, statt des Magnaten NS einen dagegen 
senkreehteu quadratischen Strom, welcher mit AB in gleicher Ebene 
liegt, und von dessen vier Seiten zwei mit AB parallel, die andern 
also d^egeu senkrecht sind, und zwar ao, dass das Nordende des 
Magneten Ton diesem Strome aus betrachtet nach links hin liegt, so 
ist nach beiden Theorien die Bewegung nach der gegen AB senk- 
rechten Richtung nur von den mit AB parallelen Strombheilen abhäi^ig. 
Ist nun ids ein Stromelement von AB und b das mit AB 
gleichgerichtete, V das mit ihm entgegengesetzt gerichtete Strom- 
element des quadratischen Stromes, so ist, wenn r die Entfernung 
ihrer Mitten von der Mitte des anziehenden Elementes ids ist, 
die Wirkung auf & nach der dagegen senkrechten Richtung ah- 
stossend gleich i(Js&^: 2 r^*), und eben so die auf h', nur dasa diese 
anziehend wirkt; beide Wirkungen, da sie die Bewegung des Quadrates 
von h' nach b darstellen, summiren sieh, und geben idsb^zr^ als die 
Kraft, mit welcher, nach Ampere, der quadratische Strom in der 
Richtung von h' nach h getrielien wird. 

Nach meiner Formel ist die f Wirkung auf Ö nach der dagegen i 
senkrechten Richtung gleich idsb^:2r^ anziehend**), auf b' eben so 
gross, aber abstossend, also wirken beide zusammen zur Bewegung des 
Quadrates in der Richtung von h nach b' mit der Kraft idsb^ir^. 

Somit sind die Wirkungen nach beiden Theorien entgegengesetzt; 
und diese Beziehung wird auch bestehen bleiben, wenn man statt des 
unendlich kleinen Stromelementes ids und eines unendlich kleinen 

*) Nämlich nach (1*) ist sie in der Kiciitiiiig r gleith 

also in der gegen b s«iikrechtea gleich 

also da a unendlioli klein, sine: gleich*-ist, gleich -— — „-g-, also abatoasend. 
**) Nämlich sie ist gleich 



also , da sin. a gleich ■* ist, gleich dem. oben angeführten Ausdmoke mid 7. 
ziehend. 
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Magneten einen endlichen Strom AS und einen endlichen Magneten 
setzt, nur dass in dem letzteren Falle die Wirkungen nicht mehr von 
gleicher Grösse sind. Die Wirkungen lassen sich auf folgende Weise 
ausdrücken: 

Wenn man sich hei der angenommenen Anordnung (Fig. 3) in die 
Bichkmg der Magnetnadel versetzt (dm Kopf nach dem Nordmde, die 
Fasse nach dem Südende gerichiei) tmd das 
Q Auge nach derjenigen IUch6mg wendet, nach 

welcher der positive Strom AB ftiesst, so 
wird die Nadd, nach der Ampere'schen 
Theorie, nadi der rechten Hand hin, nach 
der netiBfb Theorie nach der linhen Hand 
hin bewegt. 

17) Schliesslich will ich noch auf 
zwei sehr unwahrscheinliche Wirkungen 
hindeuten, welche ein hegriLuzter Strom, nach Ampere, auf einen 
Magneten üben müsate; nämlich erstens würde danach ein Magnet 
durch einen begränzten Strom zugleich eine drehende Bewegung um 
aeine magnetische Ase annehmen, welche in dem vorher (Nr. lö) 
betrachteten Falle ihr Maximum erreicht; und zweitens würde eine 
Magnetnadel, welche um ihren Mittelpunkt frei beweglich ist, in der 
Nähe eines begränafces Stromes, sofern nur dieser auf sie wirkt, im 
18 AUgemeiuen keine Lage eines sicheren Gleichgewichts f annehmen, 
sondern bei der Entfernung aus der Gleichgewichtslage würde sie theils 
wieder zurückgehen, theils aber auch in die entgegengesetzte Lage um- 
schlagen, je nachdem sie nach dieser oder jener Seite hin aus jener 
Lage entfernt war. 

18) Wenn ich nun gleich hoffen darf, durch die vorhergehende 
Entwieklnng die neue Theorie als in jeder Hinsieht wahrscheinlich 
dargethan zu haben, so steht doch au wünschen, dass durch die Er- 
fahrung eine über alle Zweifel erhobene Entscheidung zwischen dieser 
und der Ampere'schen Aimahme zu Stande gebracht werde. Möchte 
es bald einem geübteren Physiker gelingen, alle die Hindernisse hinweg- 
zuräumen, welche jenem entscheidenden Versuche, dea ich vorher an- 
führte, im Wege zu stehen scheinen. 



y Google 



IIL Zur Theorie der Farhenmisclmng. 



Hermauu Orassmann, Professor 



Poggendortfs Annalen der Physik und Chemie, Bd. 89, Erstes Stück, S. 69—84 
(geachloaaeu 7. Mai 1Ö63). 



Im 87. Bande dieses Journals theüt Hr. Helmholtz eine Reihe 
zum Theil neuer und sinnreieher Beobacbtungeu mit, aus welchen er 
den Schluss zieht, dass die seit Newton al^emein ai^enomniene 
Theorie der Farbenmischung in den wesentlichsten Punkten irrig sei, 
und es namentlich nur zwei prismatische Farben gebe, nämlich Gelb 
und Indigo, welche vermischt Weiss liefern. Daher möchte es nicht 
üherflüssig sein, zu zeigen, wie die Newton'sche Theorie der Farben- 
mischung bis zu einem gewissen Punkte hm, und namentlich der Satz, 
dass jede Farbe h e f o j lerne ta tarbe hat wel he n t hr ve m s ht 
Weiss liefert, aus nbestre tl a en Thatsa hen m t mathemat sehe Ev 
denz -hervorgeht so lass 1 se '^atz Is e n le w hlbeg unlet&t n 
in der Physik angesehen ve 1 n u Ich we le dann ze ^en 
die von Helmh Itz angestellt n ].o i Beob chtunge statt ^ j,en 
diese Theorie z zeugen v elmeh d zu d en n k nn n d eil e theils 
zu bestätigen, the Is z erg nze 

Hierbei w d es n tl g sem den Fa be e 1 k lesaen las A ge 
fäh^ ist, in seine Momente zu zerlegen. 

Zunächst unterscheidet das Auge farbloses und farbiges Licht. An 
dem farblosen Lichte (Weiss, Grau) unterscheidet es nur die grössere 
oder geringere Intensität, und diese lässt sich mathematisch bestimmen. 
Ebenso unterscheiden f wu an einer homogenen Farbe nur ihre grössere 7' 
oder geringere Intensität. Aber auch für die Verschiedenheit der ein- 
zelnen homogenen Farben haben wir ein mathematisch bestimmbares 
Matws, welches uns am voUkoramensten in der jeder Farbe entsprechen- 
den Schwingungsdauer geboten wird: schon die populäre Sprache hat 
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diese Differenz auf eine sehr passende Weise durcli den Ausdruck 
Fmbmton, Ijezeiclnet. Wir werden also au eiuer homogenen Farhe 
zweierlei: ihren Farbenton und ihre Intensität unterscheiden können. 
Yermiseht mau nun eino homogene Farbe mit farblosem Lichte, 
so wird der Farheneindmck durch diese Beimischung abgeschwächt. 
Die populäre Sprache ist reich an Bezeichnungen, welche diese Differenz 
bezeiclmen sollen; die Bestimmungen: gesättigt, tief, blaas, fahl, matt, 
weisslich, welche man den Faihermamen hinzufügt, sollen dies Yer- 
hältniss darstellen. Die wissenschaftliche Bezeichnung, welche dieser 
popu^ren Nomenklatur substituirt werden muss, ergiebt sich aus dem 
Obigen von selbst, indem jeder Farbeneuidruck der genannten Art sich 
in drei mathematisch bestimmbare Momente zerlegt: den Fa/rbenion, 
die Intensität der Farbe, und die IntemitcU des heigemischten Weiss. 

Die vevsehiedeuen Farbentöne bilden eine stetige Reihe Ton der 
Art, dass sich, wemi man von eiuer Farbe dieser Reihe aus in ihr 
stetig fortschreitet, zuletzt die ursprüngliche Farbe wiederholt. Hierbei 
darf jedoch ein Umstand nicht unerwähnt gelassen werden, nämlich 
die Schwierigkeit, sich homogenes rothea Licht zu verschaffen, welches 
den Uebergang zwischen dem "Violett und Both des gewöhnlichen 
Sonnenspectrums vermittelt, und welches man durch das Prisma nur 
unter besonders günstigen Umständen (an heiteren Sonunermittagen) 
hervorbringen kann (s. Pogg. Ann. Bd. 23, S. 441). Ich werde diese 
änsserste Farbe des Spectrums, welche ebenso wohl als äusserstes Roth, 
wie als äusserstes Violett aufgefasst werden kann, Purpur nennen. 

Betrachten wir nun endlieh ein beliebig zusaumiengeaetztes Lieht, 
so kann das Auge an ihm gleichfalls nur die angeführten drei Momente 
71 unterscheiden, -\ das heisst, es lässt sich jeder Lichteindrnck nach- 
ahmen, indem man eine homogene Farbe von bestimmter Intensität 
mit farblosem Lichte von beatiminter Intensität vermischt. 

Hiernach haben wir also bei jedem Lichteindi'uck Dreierlei zu 
unterscheiden: die Intensität der Farbe, den Farbenton, die Intensität 
des beigemischten farblosen Lichtes. Es würde sich leicht ein Apparat 
anfertigen lassen, vermittelst dessen man im Stande wäre, jede Farbe 
nach diesen drei Momenten zu bestimmen. 

Um hiervon eine Idee zu geben, denke man sich zwei weisse 
Tafein von gleicher Beschaffenheit um ein Chamier beweglieh, und 
zwar so, dass die weisse Seite der Tafeln auf der Aussenseite des von 
den Tafeln gebildeten Winkels sich befinde, und zugleich sei ein ge- 
theilter Kreis vorhanden, um diesen Winkel zu messen. Nun lasse 
man in einer auf der Drehnngsaxe senkrechten Ebene auf die eine 
dieser Tafeln das zu prüfende farbige Licht fallen; auf die andere 
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Tafel falle in einer beliebigen Richtung jener Ebene weisses LicM und 
in einer dagegen senkrechten Richtung derselhen Ebene homogenes 
Lieht auf, und zwar sei das letztere so gewählt, dass es denselben 
Farbenton habe, wie das zu prüfende Licht. Indem man nun diese 
letztere Tafel um das Chamier dreht, wird man dem farblosen und 
dem homogenen Lichte, weiches von dieser Tafel nach allen Seiten 
hin zerstreut wird, jedes beliebige Intensitätsverhaltniss geben können. 
Indem man darauf die eratere Tsifel gleichfalls dreht, wird man dem 
Ton ihr zerstreuten Lichte jeden Grad der Intensität geben können, 
welcher geringer ist als die Intensität bei senkrecht auffallendem 
Lichte. Auf diese Weise wird man, wenn man nur die auf die zweite 
Tafel fallenden Vergleichungalichter hinreichend schwach genommen 
hat, nothwendig eine Stellimg der Tafeln finden, bei welcher beide auf 
ein sie zugleich sehendes Auge gleichen Lichtehidruek machen. Es 
würde also ein solcher Apparat ausreichen, um alle in. Betracht kom- 
menden Momente mathematisch zu bestimmen. 

Nun könnte freilich der obige Satz, dass das Auge direkt nnr 
diese drei Momente zu unterscheiden vermöge, in Zweifel gezogen 
werden, und allerdings f möchte ein direkter Beweis schwer zu führen TS 
sein, da noch immer die Möglichkeit bleibt, dass ein Auge vermöge 
seiner besondem Organisation vielleicht TJntercchiede entdecken mochte, 
die ein anderes nicht zu entdecken vermag. Jedoch genügt füi- unscm 
Zweck die Thatsache vollkommen, dass bisher kein Beobachter ein 
anderes Moment, was den Farbeneindruck bestimmte, auzugeben ver- 
mochte, und auch die Sprache in der Beschreibung der Earbenein- 
drücke nur diese drei Momente kennt, ao dass wir also mit Bestimmtheit 
behaupten können, es seien bisher nur diese drei Momente des Farben- 
eindrucks beobachtet worden; und nur auf diese Behauptung werden 
wir bei dem unten zu erwähnenden Beweise zurückgehen. 

Das zweite, was wir voraussetzen, ist: dass, wenn Man von dm 
beiden sm vermischenden Lichtem das eine stetig ändert {während das 
andere unverimdert Ueibt), wach der Eindruck der Mischmg sich stetig ändert 
Wir sagen nämlich, ein Lichteindruck ändere sich stetig, wenn 
die beiden Intensitäten (die Intensität der Farbe und die des beige- 
mischten farblosen Lichtes) sich stetig ändern und auch der Farbenton, 
vorausgesetzt, dass die Intensität der Farbe nicht KuU ist, sich stetig 
ändere. Ist nämlich die Intensität der Farbe Null, so ist das Lieht 
eben ein farbloses; und es kann daher ein Farbeuton dadurch, dass 
die Intensität der Farbe stetig bis Null hin abnimmt, in jeden andern, 
von ihm gänzlich getrennt liegenden Farbenton stetig übergehen, wenn 
imnlich die Intensität des letzteren wiederum von NuU ab stetig wächst. 
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Es bedarf wohl kaum der Erwähnung, dass der Fall, wo eins oder 
raelirere der den Eindruck bestimmenden Momente sieh gleich bleiben, 
mit unter den Begriff der Stetigkeit gefasat werden muss, wie diess ja 
überall üblich ist. 

Was nun die stetige Äendemng des Farbentonea betriEFt, so wird 
dieselbe im Allgemeinen durch die stetige Aenderung der diesen Farben- 
ton bestimmenden Schwingangadauer dargestellt werden, jedoch mit 
dem Unterschiede, dass der Parbeneindruck des äussersten Violett sich 
73 wieder an den des äuaseysten Roth f stetig anschliesst. In der That 
ist der Uebergang von Violett durch Purpur zum Roth für das Auge 
ein ebenso stetiger, wie zwischen irgend welchen zwei anderen Farben, 
wenngleich durch Beobachtungen noch keiuesweges die Gränze mit 
Sicherheit festgestellt ist, an welcher derselbe Parbeneindruck bei ver- 
schiedener Schwingungsdauer wiederkehrt. Ich werde den Uebergang 
vom Roth zum Orange, Gelb, Grün, Blau, Violett, Purpur zurück zum 
Roth den pofdtwen Uebergang, den umgekehrten den negativen nennen. 
Hiernach kann also jedes gefärbte Lieht A in ein anders gefärbtes 
Licht B auf drei verachiedene Arten stetig übergehen, nämlich ent- 
weder so, dass der Parhenton des Lichtes nach und nach aRe Parben- 
töne annimmt, die auf dem positiven Uebergange von .4 zu B liegen, 
oder alle die auf dem negativen Uebergange liegen, oder endlich, dass 
das Licht beim Uebergange eiamal oder mehrere Male farblos wird. 

Der Satz des stetigen Ueberganges, den wir so eben entwickelt 
haben, muas als ein durch die Erfahrung vollkommen begründeter an- 
gesehen werden, da eui unvermittelter Sprung in den Erscheinungen 
sich auch bei den rohesten Beobachtungen kenntlich machen muas, und 
ein solcher Sprung bisher von Niemand beobachtet worden ist. 

Aus diesen Voraussetzungen nun lasst sich der folgende Satz mit 
mathematischer Evidenz ableiten: 

„Es giebt zu jeder Farbe eine andere homogene Farbe, welche, 
mit ihr vermischt, farbloses Licht liefert." 

Beweis. Es sei a der Farbenton der gegebenen Farbe. Ange- 
nommen nun, es gebe keine homogene Farbe, die mit ihr vermischt 
farbloses Lieht liefere, so sei eiae beliebige homogene Farbe ange- 
nommen, deren Farbenton x und deren Intensität y sei. Lässt man 
nun zuerst, während x konstant bleibt, y stetig von Null ab wachsen, 
bis die Intensität der Farbe a gegen sie verschwindet, so wird die 
Mischung sich stetig ändern, und da sie nach der Annahme nie farb- 
loses Licht geben soll, wird auch ihr Farbenton sich stetig ändern, 
74 also, da die Mischung anfangs den Farbenton f a, znletzt den Farben- 
ton a) hat, stetig von a nach x hin übergehen. Dieser Uebergang 
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kann ein positiver oder negativer sein. Ob das eine oder das andere 
der Fall sei, wird von dem Farbenton x abhängen. 

Nimmt man den Farbenton x von a unendlich wenig verschieden 
an, aber nach der positiven Uebergangsseite hin, so wird jener Ueber- 
gang gleichfalls positiv seiB. Denn gesetzt er wäre negativ, so müssten 
bei der Steigerung der Intensität y alle Farbentöne ausser den von « 
unendlich wenig vörsehiedenen hervortreten, also Farbentöne, welche 
von a ganz verschieden sind; es sei y eine solche Intensität, bei 
welcher ein von « ganz verschiedener Farbenton hervortrete. Nun ist 
klar, dasa die Farbe, deren Farbenton a und deren Intensität y ist, 
mit a vermischt, den Farhenton a giebt, während die Farbe, deren 
Farbenton x und deren Intensität y ist, einen ganz verschiedenen 
Farbenton liefert; aber diese beiden mit a, vermischten Farben haben 
bei gleicher Intensität y zwei unendlich nahe aneinander gränzende 
Farbentonc, das heisst, jene beiden mit « vermischten Farben gehen 
stetig m emander über, also muas auch (nach dem zweiten Satze) die 
Mischung stetig sich ändern, also auch ihr Farbenton; dieser sollte 
abei pm ganz verschiedener sein. Also führt die Annahme, dass der 
Uebergang von o nach x_ ein negativer sein soll, zu Widersprächen 
das heisst, er ist notbwendig ein positiver. 

Au« demselben Grunde wird, wenn x von « aus nach der nega- 
tiven Seite hm unendlich wenig entfernt liegt, ein negativer Uebergang 
von a nach x &t*ttfinden. 

Lasst man nun den Farhenton x von a aus nach positiver Seite 
hin stetig sich andern, so dass er die ganze Farbenreihe bis nach a 
hin zurück durchläuft, so muss der zugehörige Uebergang der Mischung, 
welcher jedesmal durch die Steigerung des y bewirkt wird, nothwendig, 
da er zuerst positiv, zuletzt negativ ist, irgend wo sein Zeichen ändern. 
Es sei a' ein Farbenton, bei dem diese Äenderung eintritt, so dass 
also jener Uebei^ang, ehe x diesen Farbenton erreicht, positiv ist, so- 
bald es ihn überstiegen hat, negativ ist. Wenn nun der Farbenton 
X durch diesen Farbenton a' stetig hindurchgeht, so muss bei jedem 7. 
Werth der Intensität y der Farbenton der Mischung sich stetig ändern, 
also die sämmtlichen Farbentöne, welche durch Steigerung der Inten- 
sität y entstehen, in beiden Fällen (wenn ai unendlich nahe neben a 
einmal zur Rechten und einmal zur Linken Uegfc), unendlich nahe 
aneinander liegen. Dies ist aber unmöglich, da die einen auf dem 
positiven, die anderen auf dem negativen Uebergange von « zu »' 
liegen. 

Also führt die Annahme, dass es zu a keine homogene Farbe 
gebe, die mit ihr vermischt Weiss liefere, zu einem Widerspruche, das 
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heiest, zu jeder Farbe giebt es eine homogene Farbe, die mit ihr ver- 
mischt Weiss liefert, q. ä. e. 

Die indirekte Form des Beweises habe ich gewählt, weil m ihr 
eich am leichtesten ohne Umschweife die möglichste Strenge erreichen 
lässt. TJebrigens leuchtet ein, dass in dieser indirekten Beweisform 
Zugleich die direkte Behauptung liegt, dass die Farbe a', bei welcher 
die Art des Ueberganges sich ändert, diejenige sei, welche in irgend 
einem Inteasitätsverhältniss mit a vei-mischt farbloses Licht geben mnas. 
Prüfen wir nun die Helmholtz'schen Versuche, so ergiebt sich aus 
ihnen, wenigstens annähernd, diejenige Farbe, welche mit einer ge- 
gebenen farbloses Licht zn liefern vermag. Für Gelb ist dies nach 
Helmholtz Indigo, ein Resultat, was von der Newton'schen Theorie 
der Farbenmischung keinesweges so abweichend ist, wie es für den 
ersten Augenblick scheint Helmholtz hat die beiden Farben, welche 
nach ihm Weiss geben, genauer bestimmt; indem das Gtelh zwischen 
den Fraunhofer' sehen Linien D und E liegt, und zwar etwa dreimal 
so weit von E entfernt als von JD, das Indigo hingegen von der Mitte 
zwischen den Linien J und G bis gegen G hin liegt, nämlich so, dass 
jedes Indigo, welches zwischen den genannten Gränzeu liegt, mit 
irgend einem Gelb, was in der Nähe der bezeichneten Stelle liegt, 
Weiss liefei-t 

Der Vergleich mit der Newton'schen ßegel der Farbenmischung 
wird dadurch erschwert, dass die Farbennamen bei den verschiedenen 
TS Beobachtern nicht denselben Inhalt haben, wie man sich f davon sehr 
leicht überzeugt, wenn man die Beschreibung der Farben, welche zwi- 
schen den verschiedenen Fraunhofer'schen Linien liegen soUen, in den 
verschiedenen Lelu-büchern und Abhandlungen vergleicht. 

Newton beschreibt die Lage der Gränzen zwischen je zweien 
seiner Farben, wie sie sich in dem Spectmm seines Glases zeigten, 
genau; er bestimmt auch das mittlere Brechungsverhältniss und das 
Zerstreuungsverhältniss dieses Glases, so dass alle Elemente vorliegen, 
um die Lage der Newton'schen Fai-bengränzen zwischen den Fraun- 
hofer'schen Linien so genau zu bestimmen, als eben jene Newton'schen 
Bestimmungen seihst reichen. Nach diesem Princip habe ich durch 
Vergleichung der Fraunhofer'schen und Newton'schen Messungen, indem 
ich annahm, dass Newtons Anfangsrotb und sein End-Violett mit den 
Fraunhofer'schen Linien B und H zusammenfallen, gefunden, dass 
Newtons Anfan'gs-Orange (das beisst die Gränze zwischen Roth und 
Orange) zwischen den Linien C und Z), von C und D im Verhältniss 
von 7 : 6 entfernt liegt, sein Anfangs-Gelb liegt bei D (um ii des 
intervalles DE von I) aus nach E hin entfernt), sein Anfangs-Grün 
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bei E {von J5 um ^ ED nach D zu entfernt), sein Anfangs- 

Bein Ajafanga- 
lad G entfernt, 



•s Newton 'sehen 
, etwas willkür- 



Blau bei F (von F um ^ FG nach G zu entfernt) 

Indigo zwischen F und G, im Verhältniss 5 : 3 von F 

sein Anfangs -Violett in G. 

Es hat zwar die Annahme, daas die Gränzen dt 

Spectrums mit den Linien B und H zusammenfallen 

liches; doch gelangt man auch au demselben Resultat, wenn man davon 

ausgeht, dass die Farben, welche die mittlere Brechbarkeit haben, bei 

Fraunhofer und Newton zusammenfallen. 

Eonstniiri man nun den Newton'schen Farbenbreis nach der in 

seiner Optik (Liber I, pars II, prop. VI) angegebenen Regel, und trägt 

in ihn die Lagen der Fraunhofer' sehen Linien, wie sie oben angegeben 

wurden, hinein (b. Fig. 1), so ergiebt aich, 

dass das von Helraholtz bestimmte Gfelb 

nach der Newton'schen Regel Weiss giebt 

mit einem Indigo, welches zwischen den 

Fraunhofer'schen Linien F und G liegt, f und 

welches von F und G in dem Verhältniss 

von 15 : 2 absteht. In der Figur sind diese 

Farben durch die punktirte Linie, welche sie 

verbindet, angedeutet. Es fällt also dieas 

Indigo noch innerhalb der Farben gränzen, 

zwischen denen die Complcmentarfarben des 

Gelb nach Helmholtz liegen. Man sieht also, dass die angeführte 

Beobachtung von Helmholtz mit dem Resultat der Newton'schen 

Versuche im Wesentlichen übereinstimmt. 

Für die übrigen Farben leugnet nun allerdings Hr. Helmholtz 
die Möghchkeit, aus ihnen durch Vermischung zweier Farben Weiss 
zu erhalten. Aber prüfen wir irgend eine seiner Versuchsreihen, zum 
Beispiel die über die Mischung des Roth mit den übrigen Farben, so 
ergiebt sich daraus jedesmal die Complemeatar färbe leicht. Nach ihm 
giebt nämlich Roth mit Orange, Gfelb, Grün die mittleren Parbentöne, 
welche in dieser Reihe, also nach unserer Bezeichnung vom Roth aus 
nach der positiven Seite liegen. So zum Beispiel giebt nach ihm Roth 
mit Gi-ün vermischt ein fahles Gelb, welches bei vorwaltendem Roth 
durch Orange in Roth, bei vorwaltendem Grün durch Gelbgrün in 
Grün übergeht. Ebenso giebt Roth mit Violett, Indigblau, Himmel- 
blau die in dieser Reihe dazwischen liegenden Parbentöne, welche also 
nach unserer Bezeichnung vom Roth aus nach der negativen Seite 
liegen. Namentlich giebt nach ihm Roth mit Himmelblau vermischt 
ein weissliches Violett, welches bei überwiegendem Roth in Roaaroth 
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und Carminroth übergeht. Es muss also nach dem oben erwieaenen 
Satze die Complementarfarbe des Roth zwischen Gvün und Himmelblau 
liegen, also irgend ein Farbenton des Blangriinen sein. 

Nun sagt zwar Helmhoitz, dass bei der Mischung des Roth mit 
den griinblanen Tönen eine fleischfarbene Mischimg hervorgeht; allein, 
wie diese Fleisclifarbe bei überwiegendem Blaugrün in dieses übergeht, 
wie es doch der Fall sein muss, wird nicht gesagt. Es bleibt hier 
also eine Lücke. Ueberdies ist Fleisehfarbe nichts anderes, als ein 
mit vielem Weiss gemischtes Roth, und es ist kein anderer Uebergang 
desselben in das Blaugrüne denkbar, als der, dass sieh das Roth immer 
78 mehr f abschwächt, bis es unter dem beigemischten Weiss verschwindet, 
und dann aus diesem Weiss (oder Grau) nach und nach das Blaugrün 
hervortritt; kurz, es findet hier der normale Uebergang durch farb- 
loses Licht hindurch statt. Dasselbe gilt für die übrigen Versuchs- 
reihen. Die aus ihnen abgeleitete Tafel der Complementarfarben würde 



Gelb, Gelbgrün, Grün, öräublau, Himmelblau, Lidigo, 
Indigo, Violett, Purpur, Roth, Orange, Gelb, 

wo die zusammengehörigen Complementarfarben untereinander stehen. 
Ich habe bisher versucht, mit möglichst wenigen Voraussetzungen 
auszureichen. Ich werde jetzt, um den Hauptsatz der Farbenmischung 
abzuleiten, noch zu den bisherigen beiden Voraussetzungen eine dritte 
hinzufügen, nämlich die: 

^ss iswei Farben, deren jede constanten Farhenton, constante Fo/rhen- 
Mensität mtd constmtte Intensität des ieigenmchten Weiss hat, auch con- 
stante Farbemnischung geben, gleich viel aus welchen komogenm Farben 
jene zusammengesetzt seien. 

Auch diese Voraussetzung scheint durch die bisherigen Beoh- 
achtni^en hinreichend gerechtfertigt zu sein. Denn dass die farbigen 
Pulver vermischt andere Resultate geben, als wenn man, statt sie selbst 
zu vermischen, das von ihnen aasgehende 
Licht vermischt, kann keinen Einwand ab- 
geben, zumal da der Grund dieser Ab- 
weichung durch Heimholte aufgedeckt ist. 
Es sei nun a eine homogene Farbe, 
und a' diejenige homogene Farbe, welche 
mit a gemischt Weiss giebt. Der Anschau- 
lichkeit wegen denke man sich a und a' 
dargestellt durch zwei gleich lange aber 
igengesetzt gerichtete Strecken (Fig. 2), die von Einem Punkte 
ferner b eine Farbe, welche mit a gemischt eben 
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BO viel Weise liefert, wie mit a gemischt; umJ um diese gleiche Be- 
ziehung von & zu a und zu a' auszudrücken, sei ?* durch eine gegen 
a und a senkrechte Strecke dargestellt. Ferner "f sei die Intensität 79 
der Farhe b so gewählt, dass, wenn V die Farbe ist, die mit 6 Weiss 
gieht, die Intensität des durch diese Mischung entstandenen Lichtes 
gleich der Intensität des durch die Mischung von a und a' entstandenen 
Lichtes sei. Dies sei bildlich dadurch dargestellt, dass man die Strecke, 
welche die Farbe & ausdruckt, gleich laug macht mit a, und a' , während 
die Complementaxfarhe von h, durch die mit h gleich lange aber ent- 
gegengesetzt gerichtete Strecke V dargestellt sei. 

Wir wollen annehmen, dass von den beiden Farben h und V die 
Farbe J diejenige sei, welche von a aus nach der positiven Ueber- 
gangsseite liegt. Es leuchtet eia, dass wenn die Farbe a gegeben ist, 
dann a, b, b' durch Beobachtung zu finden sind. Ist zum Beispiel a 
Gelb, so ist a Indigo; auf dem positiven Uehergauge von a zu a' 
liegen die verschiedenen Töne des Gi^üneu und Blauen; das Gi-üngelb 
wird mit Gelb (a) vermischt eine sehr geringe, mit Indigo («') ver- 
mischt eine sehr bedeutende Beimischung des Weiss geben, Schi-eitet 
man vom Grüngelb nach der positiven Seite zu fort, so wird bei der 
Vermischung mit Gelb die Beimischung des Weiss nach und nach zu- 
nehmen, bei der Vermischung mit Indigo abnehmen. Es wird also 
auf dem Uebergange ein Farbenton liegen, welcher mit dem Gelb ver- 
mischt, ebenso viel Weiss liefert, wie mit ludigo vermischt. Es sei 
dies etwa Grün, so wird h Grün und b' Purpur sein. 

Es leuchtet nun ein, dass man durch Vermischung von je zweien 
dieser vier Farben alle Farbentöne erhalten muss. Es seien diese 
Parbentöne für alle Intensitäts Verhältnisse der zu mischenden homogenen 
Farben a und h, b und a', a' und h', h' und a durch Beobachtungen 
gefunden. Wir nehmen an, es seien die Intensitäten der beiden zu 
mischenden Farben durch die Längen der zugehörigen Strecken dar- 
gestellt, so dass, wenn die eine Farbe zum Beispiel den Farbenton a hat, 
und die Intensität derselben sieb zu der von a wie m zu 1 verhalt, 
dann jene Farbe durch eine Strecke dargestellt sei, welche mit a 
gleiche Richtung, aber die j»-fache Länge hat. Nachdem man so die 
beiden zu mischenden Farben f geometrisch dargestellt hat, construire so 
man aus diesen Strecken die geometrische Stmime, das heisst die Diagonale 
des Parallelogramms, welches die beiden Strecken zu Seiten hat*), 
und setze fest, dass diese Summe oder Diagonale die Farbe der 

•) Der Begriff dieser geometrisclicn Summe ist von mir in meiner Aia- 
dehDtmgslehre (Leipzig 1844 { Gea. Werke I, 1}) und von Möbius in aeinec 
Mechanik des Himmels (Leipzig 1843 {Ges. Werke Bd. 4}) zuerst entwickelt. 
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Mischung darstellen soll, nämlicli ihre Richtung den Farbenton und 
ihre Länge die Intensität der Farbe. 

Ist diess geschehen, so kann man von jetzt an den Farbenton, und 
tlie Parbenintensität jeder Mischung von Farben durch blosse Con- 
struktion finden. Nämlich man braucht nur die Strecken, weiche den 
Farbenton und die Farbenintenaität der zu mischenden Farben dar- 
stellen, zu bestimmen, und diese dann geometrisch zu addiren, das 
heisst, wie Kräfte zusammenzusetzeii, so stellt die geometrische Summe 
(die Resultante jener Kräfte) den Farbenton und die Farbenintensität 
der Mischung dar. Es folgt dies onmittclbar daraus, dass die Ordnung, 
in welcher man geometrisch addirt (die Kräfte zusammensetzt), gleich- 
gültig ist für das Resultat. 

In der That, es seien die durch die Strecken a, h, a , h gemasu 
der obigen Bestimmung dargestellten Faiben zu (gründe gelegt, und 
sei unter aa, wenn u positiv ist, eme Farbe verstanden, die den 
Farbenton a hat, und deren Farbeninteniitat sich zu der von « verbot 
wie K zu 1, und wenn k negativ ist, sei unter aa eine Faibe T,er 
standen, die den Farbenton der Coraplementarfarbe a besitzt, und 
deren Parbenintensität sich zu der von u wiederum wie « zu 1 vei 
halte. Dasselbe gelte in Bezug aut die zweite zu Grunde gelegte 
Farbe & und deren Complementarfarhe h Von den beiden F-uben 
c und c^, deren Mischungafarbe man sucht, sei die eme darstellbai 
durch die Mischung der Farben aa imd ßh, die andeie durch die 
Mischung der Farben w^a und ß^h, so ist (immer abgesehen vom Lei 
gemischten Weiss) die Mischung von c und r^ darstellbai duich die 
81 Vermischung der vier Farben aa, ßh, f %o, ß-J) Ahei aa giebt mit 
a^a vermischt (« + k^)« und ßh mit ß^h vermischt (ß + (3^)& Also 
ist die Mischung von c und c^ auch darstellbar durch die Mischung 
der beiden Farben {a-\- a^a und (ß -\- ß^) b. Da diese letzteren 
aber die zu Grunde gelegten Farbentöne «, b oder «', &' haben, so 
wird ihre Mischung dargestellt durch die geometrische Summe der 
Strecken, also durch die Strecke 

(« + «,)o + (/i + ft)!«, 
das heisst durch 

(«» + /») + («.<» + ft«), 

das heisst durch die geometrische Summe zweier Strecken, welche 
einzeln genommen, die zu vermischenden Farben daj^tellen. 

Wir können diess Gesetz, welches aus den drei zu Grunde gelegten 
Voraussetzungen mit Nothwendigkeit folgt, und welches zur Bestim- 
mung der Farbenreihe nur eine einfache, aber vollständige Beobachtungs- 
reihe erfordert, auch noch in anderer Weise ausdrücken. 
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NämHch, wenn mao um den Anfangspunkt der Strecken mit dem 
Radius a einen Kreis schlagt, und statt jeder Strecke den Punkt setzt, 
in welcliem sie die Peripherie trifft, versehen mit einem Gewicht, 
welches der Länge jener Strecke proportional ist, so kann man die 
Mischfarbe aus zwei gegebenen Farben auf folgende Weise finden: 
Man stellt jede der zu mischenden Farben durch einen solchen schweren 
Punkt der Peripherie dar, so nämlich, dass der zugehörige Radius den 
Farbenton anzeigt, und das zugehörige Gewicht (he Farbenintensität 
ausdrückt, und bestimmt den Schwerpunkt. Dann zeigt die Strecke, 
welche Tom Mittelpunkte nach diesem Schwerpunkt gezogen ist, den 
Farhenton an, und, nachdem sie mit der Summe der Gewichte multi- 
plicirt ist, auch die Farbenintensität. 

Die Identität dieser Bestimmung mit der früheren ergiebt sich 
leicht aus folgender, in meiner Ausdehnungslehre erwieseneu Kon- 
struktion des Schwerpunktes; Den Schwerpunkt der Punkte A, B, C, . . ., 
welche beziehlich mit den Gewichten a, ß, y, . . . versehen sind, findet 
man, indem man von einem beliebigen Punkte die Strecken OÄ, 
OB, OC, . . . zieht, diese beziehlieh mit a, ß, y, . . . multiplicirt, das 
heisst ihre Länge, ohne ihre Richtung zu ändern, im Verhältniss 
1 : K, 1: ß, i : y, . . . ändert, aus den so ■]■ gewonnenen Strecken die 82 
geometrische Summe bildet, und diese durch cc -{- ß -{- y -\- ■ ■ • divi- 
dirt, so ist der Endpunkt der so gewonnenen Strecke der gesuchte 
Schwerpunkt. 

Was endlich die Beimischung des farblosen Lichtes betrifft, so 
ist dazu noch eine Voraussetzung erforderhch. Am einfachsten ist es, 
anzunehmen: 
dass die gesammte lAchtintmsitöi der Mischimg die Summe sei aus 
dm Jntemitäten der gemischten Lichter. 
Hierbei verstehe ich unter der gesammten Liehtintensität die Summe 
aus der Intensität der Farbe, wie ich sie oben festgestellt habe, und 
aus der Intensität des beigemischten Weiss, und die Intensität des 
Weissen, wie auch jeder einzelnen Farbe, setze ich dabei nicht dem 
Quadrat der Vibrationsintensität, sondern dieser selbst proportional, so 
dass also bei der Vermischung zweier weissen oder gleichfarbigen 
Lichter die Intensität der Mischung die Summe wird aus den Intensi- 
täten der vermischten Lichter. 

Es ist diese vierte Voraussetzung nicht als eine so wohl begrün- 
dete zu betrachten, wie die früheren, obwohl sie sieh aus theoretischen 
Betrachtungen durchaus als die wahrscheinlichste ergiebt. 

Um die Folgerungen aus dieser Hypothese zu ziehen, wollen wir 
die Intensität der durch die Strecke a dargestellten Farbe gleich 1 
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setzen nnd annehmen, dass die verscbiedenen homogenen Farben, deren 
Intensität 1 ist, durch Punkte der Peripherie dargestellt werden, so 
dass das Gewicht dieser Punkte dem Obigen gemäss gleichfalls gleich 1 
gesetzt werden muss. Nun seien (Fig. 3) A und B zwei Punkte der 
Peripherie, welche also homogene Farben you der Intensität 1 dar- 
stellen. Es mögen nun die Farben aA und ßB vermiBcht werden, 
j,^ j das heisst zwei homogene Farben, deren Intensitäten 

c und ß sind, und deren Farbeutöne Ä und B sind, 
ist die Summe der Intensitäten cc -\- ß. Um nun 
die Farbe der Mischung zu bestimmen, haben wir 
; nach dem Obigen den Schwerpunkt der mit den Ge- 
wichten cc und ß versehenen Punkte A und B zu 
suchen. Es sei derselbe C, der Mittelpunkt des Kreises 
sei 0, so ist, wenn der Radius des Kreises 1 gesetzt ist, nach dem 
83 Obigen die f Farbenintensität gleich {a -{- ß)00. Es sei der Punkt, 
worin OC verlängert die Peripherie trifft, D, so ist die Gesammt- 
intensität cc~]-ß, oder, da der Radius 1 gesetzt ist, (a~\- ß)OD. Diese 
Gesammtintensität soll nach der gemachten Voraussetzung gleich der 
Intensität der Farbe plm der Intensität des beigemischten Weiss sein, 
also ist letztere gleich 

das heisst 

- {« + ß)CD. 

Also ist die Intensität des beigemischten Weiss gleich der mit der 
Summe der Gewichte multiplicirten Entfernung des Schwerpunktes 
von der Peripherie. 

Hieraus folgt dann weiter, dass, wenn man stets die gesammte 
Masse im Schwerpunkt vereinigt denkt, in welchem Falle man den mit 
einem solchen Gewicht versehenen Schwerpunkt die geometrische Svmme 
der einzelnen mit ihren Gewichten behafteten Punkte nennt*), dann 
jeder Lichteindruck nach seinen drei Momenten genau durch einen mit 
einem gewissen Gewichte behafteten Punkt dargestellt wird. 

Die Richtung, in welcher dieser Punkt Yom Centrum aus liegt, 
oder auch der Punkt, worin diese Richtung die Peripherie trifft, stellt 
den Farbenton dar, das Gewicht des Punktes die gesammte Lichtinten- 
sität; die mit diesem Gewichte mnltiplicirte Entfernung vom Centrum 
ateRt die Intensität der Farbe dar, und die mit dem Gewichte mnlti- 
plicirte Entfernung von der Peripherie die Intensität des beigemischten 
Weiss. Wenn wir unter Farbensättigung eines Lichtes die Intensität 



•) Siehe meine Ausdebnungslehro und Möbiua barjcentrischen Calcul, 
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seiner Farbe, dividirt durch die ganze Lichtintensität, Terstehen, ao 
wird die Farbeasättigimg durch die einfache Entfernung des Punktes 
vom Centrum dargestellt. Hat man daim auf diese Weise zwei oder 
mehre zu mischende Farben dargestellt, so wird die Mischimg yoU- 
stäudig durch die geometrische Summe der die einzelneu Farben dar- 
stellenden schweren Punkte dargestellt. 

Man sielit, dass diess hier auf rein mathematischem Wege aas vier 
hinreichend begründeten Voraussetzungen abgeleitete Gfesetz in seinen 
wesentlichen Zügen mit Newtons em.pirischer Regel, wie er sie am 
angeführten Orte aufstellt, übereinstimmt. Doch f bedarf die Art, wie 84 
Newton die homogenen Farben auf dem Umfange seines Kreises ver- 
theilt, einer durchgängigen Revision, zu welchei duich die Versuche 
des Herrn Helmholtz nur erst die ersten Anfange gemacht sind. 
Erst weim hierüber ein hinreichendes Licht veibieitet ist, kann man 
sich an die Beantwortung der interessaoteo Frage heranwagen, nach 
welchem Gesetze die den verschiedenen Farben zugehörigen Aether- 
schwingungen sich in den Nerven oder im Sensorium zu einfachen 
Farbeneindrucken zusammensetzen, eine Frage, von deren Beantwortung 
wesentHch die Idee der verschiedenen Farben und des farblosen Lichtes 



Stettin den 19. Februar 1853. 
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1 IV. Uebersiclit der Akustik und der niedern Optik. 

Professor Hermann Orassmauu. 

Programm des KöDiglichen und Stadtgjmnaaiums zu Stettin, September 1854. 

Akustik. 

§ 1. SehaU und Ton. 
1. Schall. Die Akustik (ciKovötixifj ist die Lehre von dem, -was 
hörbar ist. Jedes Hörbare heisst ein Schall. Unser Gtehörorgan ver- 
nimmt dann und nnr dann einen Schall, wenn die dasselbe umgebende 
Luft hinlänglich stark erschüttert wird. Um die Art kennen zu lernen, 
wie die Eigenthümlichkeit eines Schalles von den Erschütterungen der 
Luft abhängt, bedient man sich eines Äpparatea, durch den man der 
Luft beliebig schnell Erschütterungen mittheilen und den Zeitraum 
zwischen je zwei aufeinander folgenden Erschütterungen genau bestimmen 
kann, der sogenannten Sirene, Sie besteht aus einem Rade, dessen 
Umdrehungsgeschwindigkeit durch ein mit ihm verbundenes Räderwerk 
bestimmt werden kann, und welches am Umfange am gewöhnlichsten 
eiue Reihe von Stäben oder Zähnen trägt; diese Stäbe bringen nun die 
Erschütterungen hervor, indem sie entweder an ein feststehendes Blech 
anschlagen, oder durch eine feststehende Spalte hindurchgehen, oder 
indem sie der Luft, welche durch eine Rohre geblasen wird, beim Vor- 
übergehen den Durchgang abwechselnd verschliessen und wieder öffnen. 
Ist dann a die Zeit, die für eine Umdrehung des Rades gebraucht 
wird, und ist 6 dei' Bogen zwischen zwei Stäben dividirt durch die 
ganze Peripherie, so ist ah die Zeit, welche zwischen den durch die 
beiden Stäbe hervorgebrachten Erschütterungen verfliesst. Vermittelst 
dieses Apparates ergeben sich nun leicht die folgenden Gesetze. 

2. Ton. Wenn die Erschütterungen regelmässig in gleichen Zeit- 
intervaUen wiederkehren, und mindestens 7 und höchstens 30000 Er- 
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schüttenmgeiL auf eine Sekunde kommen, so entsteht, bei hiulängliclier 
Stärke der Erschütterungen, ein Ton Yon bestimmter Höhe oder Tiefe, 
und zwar wird der Ton um so höher, je schneller die Erachüttemngen 
auf einander folgen. Jede Erechütterung der Luft bewirkt auf der 2 
Seite, nach welcher sich der erschütternde Körper hin bewegt, eine 
Luftverdichtung, auf der andern eine Luftverdünnung. Wenn die Luft- 
erschütternngen regelmässig auf einander folgen, so nennen wir die 
Luftbewegung von einer Luftverdichtung bis zur nächstfolgenden eine 
Luft-Schwingung, und nennen die Zeit, welche zwischen einer Luft- 
verdichtung und der nächstfolgenden verflieast, die Schwingungs- 
dauer. 

Wenn die Schwingungen bei einem Tone doppelt so rasch auf 
einander folgen wie bei einem andern, so ist der eratere die Oktave 
des letzteren, und wird in der Musik mit demselben Buchstaben be- 
zeichnet. Der tiefste in der Musik gebräuchliche Ton, das sogenannte 
32-fassige C, welches mit C bezeichnet wird, macht etwa 16 (ge- 
nauer 15Yj) Schwingungen in der Sekunde. Sehreitet man von ihm 
aus in Oktaven fort, so erhält man 

Contra C, gross C, Idein c, eingestrichen c, zweigestrichen c u. s. w., 
bezeichnet mit 

C C c t € c ... 

mit etwa 32 64 128 256 512 1024 

Schwingungen in einer Sekunde. Es mögen zwei solche Töne, von 
denen der eine ans dem andern durch Fortschreitung um eine oder 
mehrere Oktaven hervorgeht, gleichnamige Töne heissen. 

Anmerkung. BekannÜicli bedient man sich aur Benennung der Töne 
zwischen klein e und c der Buchstaben edefgahc. In der Reibe der Töne, 
welche mit den genannten Buchataben bezeichnet werden, nennt man die Fort- 
schreitnng von e zu f, nnd ebenso die von Ä zu c einen halben Ton, die übrigen 
Portachieitungen von einem Tone jener Reihe zum nächstfolgenden ganze Töne, 
Wenn man von ebem Tone jener Eeihe zu einem böbeten Tone derselben Reihe 
fortscbreitet, der von ihm aus gerechnet der 2-te, 3-te, 4-te, 5-te Ton der Beihe ist, 
BO nennt man den letztem die Seknnde, Terz, Quarte, Quinta des ersteren und so 
fort, wodurch dann, weil c von c ans der 8-te Ton ist, der Name der Oktave ge- 
rechtfertigt ist. Bin Ton, der um einen halben Ton höher oder tiefer hegt als 
ein anderer, wird dadurch bezeichnet, dass roan dem Namen des letzteren die 
Silbe is oder es anhängt (es statt ees, as statt aes, h gleichbedeutend mit ftes) ; die 
genaueren VerhäitnigEe werden sich später ergeben. 

3. Harmonische Töne. In derselben Zeit, in welcher der Ton C 
(Contra C) eine Schwingung macht, macht jeder der folgenden Töne 
die darunter verzeichnete Anzahl von Schwingungen: 
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CCGcegb*cd e g i h* h n \ d \ e f* \ 9 gis . . . 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 I 14 15 161 18 | 20 2l|24, 25 . . ., 

3 wobei die mit * bezeiclmeten Töne, deren Schwii^migszahlen durcli 1 
theilbar sind, nur in gewissen Tonverbindnngen (den sogenannten 
Septimenakkorden) vorkommen, während die durch höhere Primzahlen 
theilbaren Schwingungsaahlen solchen Tönen angehören, die in der 
Musik ganz verworfen oder höchstens als Nothbehelf gebraucht werden. 
Man nennt die ganze Reihe der Töne, deren Schwingungszahlen Mehr- 
fache von der Sehwingungszahl eines und desselben Tones sind, die zu 
diesem Tone gehörigen harmonischen Töne, und dieser Ton selbst 
heisst der Grundton der Reihe. 

Anm.. Man kann die Eeihe iiannonigchor Töne sehr leidit an einer ge- 
spannten Saite l)eobaehten, von der man nur einen Theü, und zwar zuerst die 
Hälfte, dann '/,, '/^ u, e, w. acJiwingen läaat (Monochord). 

4. Intervalle. Wenn die Schwingungszahlen zweier Tone sich 
verhalten wie die zweier andern, so sagt man, die beiden ersten Töne 
lassen dasselbe Intervall zwischen sich, wie die beiden letzten. Man 
drückt am besten jedes Intervall durch einen machten Bruch aus, 
dessen Zähler die Schwingungazahl des höheren Tones, und dessen 
Nenner die Schwingungszahl des tieferen Tones ist. Ein Intervall ist 
also gleich dem uiiächten Bruch p:q, wenn der höhere Ton des Inter- 
valls p Schwingungen macht, während der tiefere q Schwingungen 
macht. Aus der Reihe der harmonischen Töne ei^eben sich, wenn 
man die durch 7 fcheibaren Sehwingungszahlen weglasst, für je zwei auf- 
einander folgende Töne der Reihe folgende Intervalle: 

-f- ■= Oktave, | = Quinte, -| = Quarte, -| = grosse Tei-z, |- = Meine 
Terz, l und " ganze Töne, ^5 und || halbe Töne. 

5. Zwei Töne, welche gleichzeitig erkhngon, brii^en einen an- 
genehmen Eindruck hervor (konsoniren) , sobald das Vevhältniss der 
Schwingunga zahlen sich durch ganze Zahlen ausdrücken lässt, die ent- 
weder selbst kleiner als 7 sind, oder. sich durch beliebig fortgesetzte 
Division mit 2 in ganze Zahlen, kleiner als 7, verwaudelo lassen. Man 
nennt diese Intervalle Konsonanzen, alle übrigen Dissonanzen. 
Innerhalb einer Oktave siebt es 6 Konsonanzen: 



Quinte 

grosse Terz = 
kleine Terz = 



Quarte 
kleine Sexte = 



von denen die rechtsstehenden von den links danebenstehenden zu einer 
Oktave ergänzt werden. Die Konsonanzen sind um so vollkommener, 
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je kleiner die ganzen ZaJilen sind, durch die sie aicb ausdrücken lassen. 
Daher ist nach der Oktave die Quinte die YoUkommenste Konsonanz. 
Die Musik wendet indessen auch Dissonanzen an, jedoch nur f die- 4 
jenigen, deren Schwingungsverbältniss sich durch Produkte von Prim- 
zahlen, die die 7 nicht überschreiten, ausdrücken lassen, und sie verlangt 
überdies, daas jede Dissonanz sich in eine darauf folgende Konsonanz 
auflöse. 

6. Verbindung der Intervalle. Wenn in einer Reihe von 
Tönen jeder folgende höher ist als der vorhergehende, und man die 
Intervalle zwischen je zwei auf einander folgenden Tönen dieser Reibe 
kennt, ao findet man das Intervall je Kweier getrennt liegender Töne 
dieser Reihe, wenn man die sämmtlichen dazwischen liegenden Inter- 
valle mit einander multiplicirt. Ist zum Beispiel das IntervEill zwischen 
dem ersten und zweiten Ton gleich a und das zwisoben dem zweiten 
und dritten gleich 6, so ist das zwischen dem ersten und dritten 
gleich ab; denn während der erste eine Schwingung macht, macht der 
zweite a Schwingungen, und während der zweite eine Schwingung 
macht, macht der dritte h Schwingungen, also während der zweite 
« Schwingungen macht, das beisst, während der erste eine Schwingui^ 
macht, macht der di-itte ab Schwingungen, dass heisst, das Intervall 
zwischen dem ersten und dritten ist ctö. 

7. Akkorde. Mehr als zwei Töne, welche gleichzeitig erklingen, 
und von denen mindestens drei einander ungleichnamig sind, bilden 
einen Akkord, und wenn je zwei der Töne konsoniren, einen konso- 
nirenden Akkord. Ein konsonirender Akkord, der aus drei ungleich- 
namigen Tönen besteht, beisst ein Dreiklang. Es giebt nur sechs 
Dreikl'ange, welche sich innerhalb des Raumes einer Oktave halten, 
dass heisst, deren höchster Ton noch tiefer ist als die Oktave des 
tiefsten Tones. In der That, es sei das Intervall vom ersten (tiefsten) 
zum zweiten Tone des Dreiklanges = a, das vom zweiten zum dritten 
6, also das vom ersten zum dritten = ab, so müssen a, T> und ah drei 
dei m Ni 5 genannten Konsonanzen sein; man überzeugt sich leicht, 
dass nui folgende Produkte jener Konsonanzen wieder eine jeuer Kon- 
1 liefern: 



Jede dieser Grleiehungen liefert zwei Dreiklänge, indem das Inter- 
vall zwischen dem ersten und zweiten Ton entweder dem ersten oder 
dem zweiten Faktor des Produkts gleich sein kann. Die daraus fol- 
genden Schwmgungsverhältnisse für diese Dreiklänge sind: 

1:A;| = 4:5;6; l:|;| = 3i4:5; 1:|:| = 5:6:8; 

GraBBBiann, Warke. H. 3. 12 
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Die Dreiklänge der ersten Reihe lassen sich au3 dem ersten der- 
selben ableiten, und zwar der zweite, indem man den höchsten Ton 
um eine Oktave vertieft, der dritte, indem man den tiefsten Ton um 
eine Oktave erhöht, und ebenso lassen sich die Dreiklänge der zweiten 
Reihe aus dem ersten Dreiklang derselben Reihe ableiten. Man nennt 
die Dreiklänge der ersten Reihe die harten Dreiklänge, die der zweiten 
5 die f weichen Dreiklänge. Man nennt ferner den ersten Dreiklang 
in jeder der beiden Reihen die erste Lage, den zweiten die zweite 
Lage, den dritten die dritte L^e des harten oder weichen Dreiklanges. 
Es giebt also nur zwei wesentlich verschiedene Dreikläi^e: 

1. den harten Dreiklang, welcher in seiner ersten Lage aus einer 
grossen und einer darauf folgenden kleinen Terz besteht, mit den Ton- 
verhältnissen: 

4:5:6, 
zum Beispiel 

c e g; 

2. den weichen Dreiklang, welcher in seiner ersten Lage aus 
einer kleinen und einer darauf folgenden grossen Tera besteht, mit den 
Tonverhältnisaen: 

oder in ganzen Zahlen: 

10:12:15, 
zum Beispiel 

e g h. 

Man nennt den Ton, welcher bei der ersten Lage der tiefste ist, 
den Grundton des Dreiklanges. Ferner nennt mau den harten (oder 
weichen) Dreitlang selbst, so wie jeden Akkord, der aus ihm dadurch 
hervorgeht, dass man beliebige Töne desselben um beliebig viele 
Oktaven erhöht oder vertieft, oder beliebig viele dieser Oktaven hin- 
zufügt, den Durakkord (oder Mollakkord), und zwar den c-Durakkord 
(oder e -Moliakkord) wenn c der Grundton ist; so zum Beispiel ist 
c e g c ein c-Durakkord, e g h e ein e-MoUakkord. Es giebt also 
nur zwei wesenthch verschiedene konsonirende Akkorde, den Dur- 
akkord und den Mollakkord. 

Acrin, Unter den diBSOniienden Akkorden ist der Akkord mit den Ton- 
YerhältnisKeii 

4 : -^ : 6 : 7 , 
zum Beispiel 

deigcnige, welcher sick durch die kleinsten Zahlen ausiliuckpn lisst, utid welcher 
daher unter den diaHonireudeu Akkorden der wohlklingendste ist Ei heisat Sep- 
timenakkord. Als dissonirender Akkoid muas ei sich m einen darauf folgenden 
konaonirenden auflösen, daas heisst, seine sammtliehen Dissonanzen müssen in 
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darauf folgende Konaonanzen. übergelien. Ea lOst aieh jener Akkord {c e g V^ 
auf in den f-Axa- oder /'-moll- Akkord; indem c unverändert bleibt, e und g in f 
übergehen und 6* in die Dur- oder Moll-Terz von f übei'geM. 

8. Diatonische Tonleiter. (ysvos Siaxovixöv , Durskala.) 
Wenn man zu einem Tone die beiden Töue liiuKunimmt, welche vini 
eine Quinte und Quarte höher liegen, und auf diesen drei Tönen die 
Durakkorde aufbaut, eo erhält man die diatonische Tonleiter (Dur- 
skala), und zwai nennt man den Ton, you dem man ausging, den G-rund- 
ton f der Tonleiter. Ist c der Grundton, so ist g die Quinte, f die 6 
Quarte desselben, die drei auf ihnen gebaute Akkorde sind 

Diese Töne nach ihrer Höhe geordnet geben die Tonleiter 

cdefgahc 
mit den Schwingungszahlen: 

1 IIa f I 8- 2, 
oder in ganzen Zahlen: 

24 27 30 32 36 40 45 48; 
die aufeinander folgenden Intervalle sind, 

9 IQ IS 1 IQ a 16 

so dass, wie wie wir oben fanden, zwischen c und f, und ebenso 
zwischen h und c, das Intervall eines halben Tones jj liegt, die übrigen 
Intervalle sind die ganzen Töne |^ und ^, 

9 Chicmatisuhe Tonleiter, (yivog x^aniariKÖv?) Da||-||==-| 
ist so 1 Iden die heilen halben Töne ^ und || zusammengesetzt einen 
Uemen ganzen Ton Ebenso la'?at sich der gi-osse ganze Ton \ zer- 
legen m ^ ^ also m zwei halbe Töne, von denen der eine in der 
7.1 c geborgen haim nischen Tonreihe zwischeu h und 6* und der 
andere awi&chen p md f^ liegt Zerlegt man auf diese Weise jeden 
gai zen Ton lei diatonischen Tonleiter in zwei halbe, so erhält mau 
eine Tonleitei von zwjlf hall en Tönen, die jedoch von sehr verschie- 
lenei Gr sse smd Man nennt eine Tonleiter von zwölf halben Tönen, 
welche /isammen eine Okt-ive umfassen, eine chromatische Tonleiter. 
Wenn m ihi alle 1 alben Tone von gleicher Grösse sind, so sagt man, 
sie sei nach gleiehschwebender Temperatur gestimmt Es sei s 
dei halbe Ton bei glcichsuhwebender Temperatur, so wird die chro- 
matische Tinleiter fii l^n Giundton 1 die folgende sein 



Also da die Tonleitei eine Oktave umfassen soll, so niuss s^^ die 
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Oktave des Gnmiitons, also gleich 2 sein; somit 

Die Exponenten von s in der obigen Reihe sind: 

|0|1|2]314|5|617|8|9|10 111|12| 
und die dazugehörigen Töne sind, wenn der erste Ton c ist, folgende: 

I eis -, Ä \ i- \ M\ „\9is\ \ "'''^ \ 1. \ Z. \ 
\ c \ , \ ä \ e/' \9\\0'\-,\'i-\c\ 

I \aes\ I es I | \9<is\ \as \ \ o \ \ \ 

Um hiermit die diatonische Tonleiter zu vergleichen, sei n die 
Sehwingungszahl für irgend einen Ton derselben, wenn der Grandton 1 
ist, und sei n gleichfalls als Potenz von s darzustellen, also n = s"", 



los. n = -T log. 2, a; = ; r log. n, 

e 12 o ' log. 3 " ' 

woraus aieh x ungefähr gleich 40 . log. n (genauer = 39,8631 . log. «) 
7 ergiebt. Setzt f man hier statt n nach und nach die Werthe 1, 
■1 |- ^ |- -| ", 2 ein, so erhält man die Worthe von x, mit welchen s 
potenzirt werden muss, um die Töne der diatonischen Tonleiter zu 
geben, das heisst, mau findet um wieviel halbe Töne (gleichschwebender 
Temperatm-) jeder Ton der diatonischen Skala vom Grundton entfernt 
liegt. Man findet dafür, bis auf Hundertstel eines halben Tones be- 
rechnet, die "Werthe 1 

2,04 3,86 4,98 7,02 8,84 10,88 12, 
während die gleichschwebende Temperatur für die Töne 

c d e f g a h c 

die Werthe: 

2 4 5 7 9 11 12 

liefert. Als Mass ist hierbei der halbe Ton s der gleiehsch web enden 
Temperatur zu Grande gelegt. 

Also die Quinte sollte nach der gleichschwebenden Temperatur 
7 halbe Tone enthalten, die reine Quinte enthält aber, wie die erste 
Werthreihe zeigt, 7,02 halbe Tone, die Quinte der gleichschwebenden 
Temperatur ist also um ^^ eines halben Tones zu tief; dt^egen ist 
die grosse Terz der gleichschwebenden Temperatur um J-*^, also etwa 
um j eines halben Tones zn hoch, TJntei^chiede, welche zwar einem 
geübten Ohr erkennbar, aber doch nicht gross genug sind, um den 
Eindruck der Konsonanz wesentlich zu stören. 
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§ 2. Fortpflanzung des Schalles. 

1. Fortpflaiizungsgesehwindigkeit. Die Gescliwiiidigkeifc, 
mit der sich der Schall fortpflanzt, ist für hohe und tiefe Töne 
dieselbe, und beträgt für die atmosphärische Luft bei 0*' 1024 Pariser 
Pusa oder 1060 rhein^dische Puss; bei einer Erhöhung der Tem- 
peratur um 1" C nimmt die Geschwindigkeit, mit der sieh der SchaU 
durch die atmosphärische Luft fortpflanzt, um 1,8 Fuss zu. Durch die 
meisten Übrigen Körper pflanzt sich der Schall mit grösserer Ge- 
schwindigkeit fort, zum Beispiel durch Wasser 4Y3-mal, durch Marmor 
Ty^-mal, durch Eisen, durch Fichten- oder Tannenholz 15-mal so rasch 
als durch atmosphärische Luft. Durch den luftleeren Raum drillt er 
gar nicht hindurch. 

Die allgemeine Formel für die Fortpflanzungsgeschwindigkeit des 
Schalles, wie man sie durch die Theorie und durch die Beobachtung 
gefunden hat, ist 

c ^ yWmg, 

wo c die Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Schallos, g der Fallranm, 
ujid m das Mass der Elasticität für die Substanz ist, durch welche der 
Schall sich fortpflanzt. Wenn man nämlich auf einen aus jener Sub- 
stanz bestehenden senkrechten Cylinder "von 1 Fuss Höhe ein Gewicht 
legt, was gleich ist dem Gewicht des CyÜnders, so wird dadurch die 
Höhe des Cylindera etwas verkürzt; die Zahl, welche angiebt, wie oft 
diese f Verkürzung in der ursprünglichen Hohe, also in 1 Fuss, enfc- 8 
halten ist, heisst das Maas der Elasticität für die Substanz*). (Beob- 
achtungen; Berechnung von Neuton und Laplace.) 

2. Fortpflanzung in Röhren oder Stäben. Da der Sehall 
in Verdichtungen und Verdünnungen derjenigen Suhatanz besteht, durch 
welche er sich verbreitet, so ist die Fortpflanzungsgeschwindigkeit des 
Schalles gleich der Geschwindigkeit, mit welcher sich eine in der Sub- 
stanz hervoi^ebraehte Verdichtung oder Verdünnung durch dieselbe 
fortpflanzt. Hat man eine horizontale Reihe von gleich grossen 
Marmorkugeln, deren Mittelpunkte in gerader Linie liegen, und welche 
so an Fäden hängen, dass sie aieh gegenaeitig berühren, und man lässt 
die erste Kugel gegen die zweite atossen, so würde, wenn keine Kugel 
weiter vorhanden wäre, die zweite Kugel (unter Voraussetzung voH- 



*) Diese Forroel Btimmt auch für Luftatten genau mit der Beobachtung überein, 
wenn man dafür aorgt, daaa bei der Beatimmiiiig des Masses der Elasticität die 
dvirch die Zusammendruckting erzeugte Wärme nicht entweicht. 
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kommener Elasticität) mit derselben Gesehwindigteit fortfliegen, mit 
welcher die erste anlangte, während diese stehen bleibt; fo^en also 
noch mehrere Engeln, so wird nur die letzte abfliegen; zwischen der 
Zeit, wo die erste anprallt, und wo die letzte abfliegt, wird der Zeit- 
raum liegen, wahrend dessen sich die durch das Anprallen bewirkte 
Verdichtung bis zur letzten Kugel fortpflanzt. Also, da die Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit durch Marmor etwa 8000' in einer Sekunde 
beträgt, so würde jene Kugelreihe 8000' lang sein müssen, wenn die 
letzte Kugel eine Sekunde nach dem Anprallen der ersten abfliegen 
sollte; und wenn die letzte Kugel noch eine feststehende elastische 
Wand berülirte, die senkrecht gegen die Kugelreihe stände, so würde 
sich die Verdichtung wieder rückwärts fortpflanzen, uad die erste 
Kugel würde zwei Sekunden, nachdem sie anprallte, wieder zurückprallen. 
Stellt man sich statt der Kugeln Würfel vor, so hat man ein genaues 
Bild von der Fortpflanzung der Verdichtung durch Stäbe und Bohren. 
Die Verdünnung pflanzt sich genau auf gleiche Weise fort, und also 
auch der Schall. Man sieht, dass sich derselbe, unter Voraussetzung 
vollkommener Elasticität, in Röhren oder durch Stäbe ungeschwächt 
fortpflanzen muss. 

3. Portpflanzung nach allen Seiten. Stellt man sich in der 
atmosphärischen Luft eine Kugel vor, die sich plötzlich nach allen 
Seiten hin ausdehnt, so wird die umgebende Luft verdichtet, und diese 
Verdichtimg schreitet mit der Schallgeschwindigkeit fort; nach einer 
Sekunde bildet also die verdichtete Luft eine Kugelsehicht, deren Radius 
1024 FuBS ist. Man nennt diese fortschreitende Kugelsehicht eine Ver- 
dichtungswelle. Wenn sich die Kugel nun zusammenzieht, so sendet 
sie jener Verdichtungswelle eure Verdiinnungswelle nach. Wenn eine 
9 Reihe abwechselnder Verdichtungs- und Verdünnungswellen -|- unmittel- 
bar auf einander folgen, so nennt man die Entfernung der Mitte einer 
Verdichtungs weUe von der Mitte der lüchstfolgenden VcrdichtungsweUe 
die Wellenlänge. Dabei nimmt der Schall an Stärke in dem Masse 
ab, als er sich über einen grösseren Raum ausbreitet, das heisst, er 
nimmt ab, wie das Quadrat der Entfernung zunimmt. Geht der Schall 
an einem festen Körper vorüber, so verbreitet er sieh zwar auch hinter 
demselben, nimmt aber, indem er aus der Richtung des WeUenradins 
abbiegt, bedeutend an Stärke ab. 

4. Gleichzeitigkeit der Wellen. Wenn in der Luft oder in 
irgend einem elastischen Körper beliebig viele Systeme von Schall- 
wellen zugleich erregt werden, so pflanzen sich diese, ähnlich den 
Wasserwellen, gleichzeitig fort, ohne sich gegenseitig zu stören, nur 
dass, wo sich zwei oder mehi-ere Wellen kreuzen, die Verdichtung die 
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Summe wird aus den durch die einzelnen Welleu be- 
wirkten Verdichtungen, wobei die Verdünnung als negatiye Verdichtung 
gerechnet wird. Doch werden durch das Ineinandergreifen verschie- 
dener Wellensysteme manche eigenthüniliche Erscheinungen hervor- 
gebracht, wie die Kombinationstone und die Interferenzeraeheinungen, 
5. Echo und E.esonanz. Wenn der Schall gegen die Oberfläche 
eines festen elastischen Körpers prallt, so wird dieser dadurch gleich- 
falls in Schwingungen versetzt; zugleich aber wird der Schall zurücb- 
geworfen, und zwar so, dass die Fortpflanzungsrichtung des zurück- 
geworfenen Schalles mit dem auf der Oberfläche errichteten Lothe 
einen gleichen aber nach entgegengesetzter Seite liegenden Winkel 
bildet, wie die Fortpflanzungsrichtung des auffallendes Sehalles (Ein- 
fallsloth, Einfallswinkel, Znriickwerfungswinkel). Der zurückgeworfene 
Schall heisst Echo (Widerhall, Nachhall). Da es keinen vollkommen 
elastischen Körper giebt, so theilt sich der Schall, indem er an die 
Oberfläche eines festen Körpers, oder überhaupt eines Körpers stösst, 
der den Schall mit anderer Geschwindigkeit fortpflanzt, in drei Theile; 
der eine Theii dringt in den festen Körper ein, ein anderer wird 
zurückgeworfen, ein dritter verschwindet als Schall (wird absorbirt). 
Wenn die Fortpflanzungsgeschwindigkeit in den beiden aneinander 
gränzenden Körpern gleich gross ist, so findet gar keine ZurOek- 
werfung statt. 

Hieraus erklärt sich die Wirkung des Resonanzbodens, das Mit- 
klingen gleichgestimmter Saiten, das Hindurchdringen des Schalles in 
rings geschlossene Räume, die akustische Wirkung der Brennpunkte 
eines elliptischen Saales, des Hörrohrs. 

6. Das Ohr. Die Schallwellen, welche aus der Luft zu dem 
Ohre gelangen, werden zuerst durch die Ohrmuschel und den GehÖrs- 
gang concentrii-t, und erschüttern das Trommelfell, durch welches der 
Gehörsgang geschlossen ist; die Schwingungen des Trommelfelles theilen 
sich dann theils der Luft in der Trommelhöhle, theils einer Reihe von 
vier Knöchelchen mit, von denen das erste (der Hammer) mit dem 
Trommelfell verwachsen f ist. Von der Trommelhöhle führen zwei lo 
mit elastischen Häuten überzogene Oeffiiungen, das sogenannte runde 
und ovale Fenster, in das mit einer wässrigen Flüssigkeit erfüllte, 
mannigfach verzweigte Labyrinth, in welchem sich die Gehöraneiven 
ausbreiten. Bei angespanntem Hören wird nur das letzte der vier 
Knöchelchen (der Steigbügel) an das ovale Fenster gedrückt; dann 
pflanzen sich die Schwingungen des Trommelfelles theils durch die 
Luft der Trommelhöhle nach dem runden Fenster hin fort, und ge- 
langen von da zu den Gehörsnerven des Labyrinths, theils pflanzen sie 
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sicli durch die Reihe der vier Knöchelchen, ohne erst durcli dazwischen- 
tretende Luft geschwächt zu seiü, zum ovalen Fenster und von da zu 
den GJehÖrsnerven fort. Um einen starken Schall ohne Nachtheil zu 
empfinden, wird dagegen das Trommelfell nach aussen gezogen und 
dadurch das letzte der vier Knöchelchen {der Steigbügel) vom ovalen 
Fenster getrennt. Dann dringt der Schall nur durch die Luft der 
Trommelhöhle ztun Labyrinth, und wird dadurch bedeutend geschwächt. 
Ausserdem kann der SchaU auch durch die festen Theile des Kopfes 
unmittelbar dem Labyrinth und den daiin befindlichen Nerven mit- 
getheilt werden. 

§ 3. Erregimg der Töne durch Schwingungen. 

1. Arten der Schwingungen. Die Töne werden am voll- 
kommensten hervorgebracht durch Schwingungen länglicher elastischer 
Körper. Man unterscheidet bei ihnen zwei Hauptarten von Schwing- 
ungen: Transversalschwingungen, bei welchen sieh der Körper 
seitwärts hin und her biegt, und Longitudinalschwingungen, bei 
weichen sich der Körper nur abwechselnd verlängert und verkürzt. 

2. Gespannte Saiten. Wenn eine gespannte Saite transversal 
schwingt, und zwar so, dass innerhalb derselben kein Punkt in Ruhe 
bleibt, so findet (wie Rechnung und Beobachtung ergiebt) zwischen 
der Anzahl der Schwingungen in einer Sekunde (n), der Länge der 
Saite (J), der Spannung derselben (p) und dem Fallraum (ff) folgende 
Gleichung statt: 

Hier ist der PaUraum g gleich 15% Fuss, and unter der Spannung p 

ist das spannende Gewicht dividirt durch das Gewicht von einem Fuss 

der Saite verstanden. 

Soll zum Beispiel eine Saite von 1 Fuss Lange 512 Schwingungen 

in einer Sekunde machen, so wird 2n? = 2 . 512 = 2^". Nimmt man 
dann der einfachen Rechnung wegen g = W = 2^ an, so ergiebt sieh 

p = 2*^; das heisst, das spannende Gewicht muss 2^^-mal so gross sein 
als das der Saite. 

Lässt man von einer Saite, ohne ihre Spannung zu verändern, 
nur die Hälfte oder 7s oder Vi '"-- 8. w. schwingen, so bleibt y2pg 
unverändert, also wird die Anzahl der Schwingungen 2-mal, S-mal, 
II 4-mal so -f gross, als wenn die ganae Saite schwingt, und so fort, 
und man erhält also dann nach und nach die ganze Reihe der har- 
monischen Töne, zu welcher der Ton der ganzen Saite der Grundton 
ist (Monochord). 
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3 Schwingtmgsknoteri. Eine Saite kann auch so eehwingen, 
dass sie sich m tme ÄnzaU gleicher Theile theiit, deren jeder für sich 
schwingt, wobei jedoch die Saite immer stetig gekrümmt bleibt, ohne 
irgend wo euien Wuikel zu bilden. Mail nennt die Punkte, in welchen 
die schwingenden Theile aneinander atoasen, und welche selbst in Ruhe 
bleiben, Schwingungaknoten. Ja, es ist möglich, die Saite so zu 
bewegen, dass sie als Ganzes schwingt, und sich doch i 
Anzahl gleicbei Theile theiit, welche ausserdem für sich i 
so dass neben dem Haupttone, den die Saite giebt, wenn sie als 
CJanies schwingt, noth einer, ja selbst mehrere Töne mitklingen können, 
welche zu dem Haupttone harmonisch sind. (Aeolsharfe, Flageolettöne.) 

4 Transveisal schwingende Stäbe können gleiehfaUa mit oder 
ohne Schwmgungsknoteu schwingen; wenn sie ohne Schwingungaknoten 
schwingen, so yerhalt aieh die Anzahl der Schwingungen umgekehrt 
wie das Quadrat der Länge. (Phjsharmonika.) 

5. Eine transversal schwingende Seheibe schwingt stets in 
Abthejlungen, welche durch ruhende Linien, die Knotenlinien heisaeu, 
getrennt sind, und zwar so, dass die Scheibe immer stetig gekrümmt 
ist. Die KnoteulJnien werden durch hmaufgestreuten Sand leicht sicht- 
bar gemacht, und bilden dann die sogenannten Klangfiguren. 

6. Für die Longitudiualschwmgnngen emer an beiden Seiten 
freien Säule von behebiger Substanz gilt die loimel 

wo c die FortpflanBungsgeschwindigkeit des Schalles durch die Sub- 
stanz des Körpers bedeutet; oder wenn wir für <:, seinen Werth aus 
§ 2, 1 setzen 

'2nl=y'2mg, 

also dieselbe Formel wie für Saiten, nur dasa statt der Spannung p 
das Mass der Elasticität m eintritt. Bei einer Säule, die an einem 
Ende gegen eine feste Wand stösst, iat die Anzahl der Longitudiual- 
schwingungen dieselbe, wie bei einem doppelt so langen Stabe, der an 
beiden Enden frei ist. 

Es lassen sich alle diese Beziehungen leicht aus der Betrachtung 
der Schwingangsweise unmittelbar ableiten. In der That, wird dem 
einen Ende eines an beiden Enden freien Stabes auf irgend eine Weise 
eine momentane Verdichtung mitgetheilt, die man sieh zumLchst nur 
auf eine unendlich dünne Schicht ausgedehnt denken kann, so pflanzt 
sich diese mit der Geschwindigkeit c nach dem andern Ende fort; dort 
kann die verdichtete Schicht sich ausdehnen; sie dehnt sich aber nicht 
blosa so weit aus, bis sie ihre natürliche Dichtigkeit wieder erreicht 
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hat, sondern nach dem Trägheitsgesetz dehnt sie sich noch weiter aus; 
2 sie wird also eine Terdünnte f Schicht werden; diese Verdünnung 
schreitet dann wieder mit der Geach windigkeit c nach dem ersten Ende 
zurück, wo die Schicht sich dann zusammenzieht und eine verdichtete 
Schicht wird; und so fort. 

Betrachtet man eins der beiden Enden, so hat sich zwischen zwei 
auf einander folgenden Verdichtungen, das heisat während einer 
Schwingung, die Welle auf der Länge des Stabes einmal hin und her 
bewegt, hat also den Weg 2 1 gemacht, also macht sie bei n Schwingungen, 
das heisst in einer Sekunde, den Weg 2 nl; da aber die Geschwindig- 
keit c ist, das heisst, da die Welle in einer Sekunde den Weg c macht, 
so muss 2nl = c sein. Hierbei wird der Stab sich abwechselnd ver- 
längern und verkürzen, nämlich sich verlängern, wenn die Schicht am 
Ende des Stabes sich ausdehnt, sich verkürzen, wenn diese Schicht sich 
verdichtet. Durch diese Verlängerungen und Verkürzungen wird aber 
die das Stabende begränzende Luft abwechselnd verdichtet und ver- 
dünnet, und also ein Schall in ihr erregt, Stösst der Stab an einem 
Ende gegen eine feste Wand, so wird die Verdi cht ungsweUe dort 
zurückgeworfen, und es muss also wälu-end einer Schwingung die Ver- 
dichtung viermal den Stab durchlaufen; die Schwingungszahl für einen 
solchen Stab wird also dieselbe, wie die für einen doppelt so langen, 
beiderseits freien Stab. 

Sind n imd l bekannt, so kann man daraus c finden, und hat aiao 
dadurch ein sehr einfaches Mittel, um die I 



7. Theilung der Longitudinaischwingnngen. Aach der 
longitudinal schwingende Stab kann sich in mehrere Theüe theilen, 
deren jeder für sich schwingt, und zwar mnsa sich dabei der an beiden 
Enden freie Stab in lauter gleiche Theile theilen, von denen ein jeder 
sieh verkürzt, während die angränzenden Theile sich verlängern; da, wo 
die einzelnen Theile aneinander gränzen, liegen also keine Schwingungs- 
knoten, sondern hier finden gerade die stärksten Bewegungen statt, 
während diese in der Mitte der einzelnen Theile am schwächsten sind. 
Die Töne, welche durch Theilung hervorgehen, müssen, wie bei den 
Saiten, die Eeihe der harmonischen Töne bilden. Wenn ein longitu- 
dinal schwingender Stab, der an dem einen Endo gegen eine feste 
Wand stossb, sieh theüt, so kann er sich nur so theilen, dass alle 
übrigen Theile einander gleich sind, der an die feste Wand etossende 
Theil aber halb so gross ist; wenn man die Anzahl dieser Theile 
von 1 ausgehend nach und nach vermehrt, so müssen die hervor- 
gebrachten Töne sich wie 1 : 3 : 5 u. s. w., also wie die ungeraden 
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Zailen verhalterij und man erhält eine Reihe von liarmonisclien Tönen, 
in welchen die sämmtlicheu Oktaven fehlen. 

8. Blaaeinatrnmente nennt man diejenigen, in welchen die 
Schwingungen einer Luftsäule entweder für sich, oder verbunden mit 
denen eines festen Körpers, den Ton liefern (reine, gemischte). Die 
Schwingungen der Luftsäule sind stets Longitudinalschwiagungen, und 
es gelten für sie die oben entwickelten Gresetiie dieser Schwingungen. 
Doch gelten diese Gesetze hier nur annähernd, da der Widerstaaid der 13 
äusseren Luft, der bei festen Körpern zu vernachlässigen ist, hier 
einigen Einfluss übt. 

Die reinen Blaaeinstrumente sind RöhTcn, die entweder nur an 
einem Ende, oder an beiden Enden offen sind, und in welchen die 
Schwingungen der Luftsäule in der Bohre durch einen achmalen Luft- 
strom erregt werden, welcher so gegen die Oeffnung geblasen wird, 
dasB ein Theil desselben in die Röhre gelangen und die Luft verdichten, 
ein anderer dagegen die aus der Rohre strömende Luft mit sich foi-t- 
fUhren kann. In den an beiden Seiten offenen Röhren, wie bei den 
offenen Labialpfeifen der Orgel und {bei) der Flöte, ist die schwingende 
Luftsäule als ein an beiden Enden freier Stab zu betrachten, und ea 
gilt daher für sie die Formel 2nl = c. Ist die Röhre mit atmosphäri- 
scher Luft von 0" gefällt, so ist c = 1024 Pariser Fuss, also ist dann 
2»; = 2i". Ist zum Beispiel die Pfeife 32 Fuss laug, also 21^2% 
so wird M = 2* = 16; das heiaat, eine 32-füssige offene Pfeife giebt den 
Ton, der 16 Schwingungen in einer Sekunde macht, das heisst den 
Ton Q, oder das 32-fü8sige C (§ 1,2). 

In den nur an einer Seite offenen Röhren, den gedeckten Labial- 
pfeifen der Orgel, ist die schwingende Luftsäule als ein gegen eine 
feste Wand stosaender Stab zu betrachten, und der Ton ist also der- 
selbe wie bei einer doppelt so langen offenen Pfeife, 

9. Bei den gemischten Blaseinstrumenten wirkt ausser der 
schwirrenden Luftsäule noch ein schwingender fester Körper auf die 
Erzeugung des Tones ein. Bei einigen derselben dienen die Schwingungen 
des festen Körpers nur dazu, um nach der Willkür des Blasenden 
eine Theilung der Luftsäule zu bewirken. Hierhin gehört zuerst das 
Hom, die Trompete und die Posaune, bei welchen die Lippen des 
Blasenden durch ihre Schwingungen die Theüung der Luftsäule nach 
Willkür bewirken, und daher die Reihe der harmonischen Töne in 
grösster Vollständigkeit hervorgebracht werden kaim. Ferner gehören 
dahin die Klarinette, die Hoboe und das Pagott, bei welchen ein 
oder zwei Rohr blättchen, welche in das Mundstück eingesetzt 
sind, und welche für sieh keine Töne hervorzubringen vermögen, 
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unter dGin Einfluss der I>ippen des Bläsers die Theihing der Luftsäule 
bewirken. 

Wesentlieti veraeliieden von diesen Instrumenten sind diejenigen, 
bei welchen der schwingende Körper (die Zunge) schon für sich einen 
Ton zu gehen vermag, der dann durch die im Einklang oder in Har- 
monie mit ihm schwingende Luftsäule verstärkt oder modificirt wird. 
Hierhin gehören die Zimgenpfeifen der Orgel, so wie auch das Stimm- 
organ des Menschen. 

10, Die uienschliche Stimme wird durch eine der Zungen- 
pfeife ähnliche Vorrichtung hervorgebracht. Nämlich über den oberen 
Theil der Luftröhre, den Kehlkopf, sind zwei elastische Häute, die 
14 Stimmbänder, gezogen, welche willkürlieh gespannt f werden können, 
und im Zustande der Spannung nur eine schmale Ritze, die Stimm- 
ritze, zwischen sich lassen, sodass die Luft aus der Luftröhre dann 
nur durch die ve] engte Stimmritze hindurchdringen kann. So lange 
die Stimmbändei mcht ges^pannt sind, geht die Luft ohne Tonhilduiig 
zur Luftröhre ein und aus, sobald sie aber gespannt sind, entstehen 
durch die au&stromeude Luft Schwingungen der Stimmbänder, die um 
so schneller auf einander folgen, und also um so höhere Töne erzeugen, 
je stärker die Stimmbänder gespannt sind. Bei den Falsetttönen 
schwingen nur die an die Stimmritze giünzendeu Ränder der Stimm- 
bänder. 

Die Stimmbänder setzen zugleich die in der Mundhöhle befindliehe 
Luft in Schwingungen, es entstehen dadurch leise Nebentöne, welche 
je nach der Form, die man der Mundhöhle gieht, verschieden aus- 
fallen, und welche der Reihe der harmonischen Töne angehören, die 
den Ton der Stimmbänder zum Grundton hat. Auf diese Weise ent- 
stehen die Vokale. Ein aufmerksames Ohr hört leicht beim Ueher- 
gange von ii durch ü zum * eine Reihe leiser harmonischer Nebentöne, 
welche vom zweigestrichenen c bis zum fünf gestrichenen c fortschreiten 
können, und welche man bei denselben Mundstellnngen auch für sich 
hervorbringen kann. Beim Vokale a klingt eine ganze Reihe der har- 
monischen Nebentöne mit, welche das Ohr in der Regel noch bis zur 
vierten Oktave vom Gnindton aus wahrnehmen kann, so dass also hei 
dem a ein voller Akkord von Nebentönen mitklingt. Hierdurch ist 
zugleich der Uebergang von a durch o zu m, sowie der von a durch e 
zu i, oder durch ö zu U erklärt 

Unter den Konsonanten sind die semivocales noch von einem 
Stimmtone begleitet; bei den mutis fehlt der Stimmton, und die Neben- 
töne treten nicht mehr rein, sondern mit einer Menge unharmonischer, 
schwor von einander unterscheidbarer Töne vermischt hervor, und zwar 
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die Nebentöne des a bei den Kehllauten, die des e nnd i bei der Reihe 
der Gaumenlaute, die des u und ü bei den Lippenlauten, während hei 
den Zungenlauten die höchsten (zischenden) Nebenfcöne, die '. 
Vokale mehr angehören, hervortreten. 



Optik. 15 

§ 1. Optisches Grundgesetz. 

1, Das Licht verbreitet sich, so lange es in demselben 
durchsichtigen Mittel bleibt, geradlinigt und zwar im luft- 
leeren Räume am schnellsten, nämlich mit einer Geschwin- 
digkeit von etwa 42 000 Meilen in einer Sekunde. Dabei wird 
es um so schwächer, je grösser die Fläche ist, über die es 
sich ausbreitet. 

2. Die Geschwindigkeit des Lichtes im luftleeren Räume 
hat mau zuerst durch die Verfinsterungen der Jupiters trab anten be- 
stimmt. Der imchste dieser vier Trabanten wird bei jedem Umlauf 
um den Jupiter einmal verfinstert, nämlieb, wenn er tu den Schatten 
des Jupiters tritt; der Zeitraum von einer Verfinstemng zur nächst 
folgenden beträgt 42 St, 28 M. 35 S. Beobachtet man nun eine Ver- 
finsterung, wenn die Erde dem Jupiter am nächsten steht, und wieder 
wenn sie am entferntesten steht, das heisst nach etwa einem halben 
Jahre, so erfolgt die letztere Verfinsterung gegea die erate gerechnet 
ungefähr 1000 Sekunden zu spät. Also muss das Licht 1000 Sekunden 
gebrauchen um den Durchmesser der Erdbahn, das heisst einen Weg 
von 42 Millionen Meilen zu durchlaufen, also eine Sekunde für den 
Weg von 42 000 Meilen. 

Ein Mittel, um die Geschwindigkeit des Lichtes in der atmo- 
sphärischen Luft, oder auch in anderen Substanzen zu bestimmen, 
liefert die Aberration des Lichtes, Es sei S der wirkliche Ort 
des Sternes, A die Mitte dos Objektivglases eines Fernrohres, S die 
Mitte des Okulars, und sei das Femrohr nach dem wirklichen Ort des 
Sternes, nach S, hit^erichtet, so dass SAB eine gerade Linie bildet. 
Der von 5' auf Ä fallende Lichtstrahl würde, wenn das Femrohr fest- 
stände, nach B gelangen; angenommen nun, das Femrohr bewegte sich 
parallel in einer Richtur^ fort, die senkrecht gegen die Ase AB des 
Fernrohrs wäre, und zwar so rasch, dass, während das Lieht den Weg 
von A nach B zurücklegt, das Fernrohr von AB nach aß gerückt ist, 
so wird der Punkt B jetzt nicht mehr in der Mitte des Okulars liegen, 
sondern um B^ davon entfernt; Bß zu BA verhält sich dann wie die 
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Gf es ch Winzigkeit der LichtbeweguBg zu der GEesch windigt eit der Fern- 
rohrbewegang. Das Fernrohr befindet sich nun auf der Erde, die sieh 
16 mit einer GeBchwiodigkeit von 4,1 Meilen in f der Sekunde bewegt- 
Befiudet sich also der Stern in einer gegen diese Bewegungsrichtung 
senkrechten Richtung, ao ist Bß senkrecht zu AB, und es verhält sieh 
Bß zu BÄ wie 4,1 Meilen zu der Geschwindigkeit, mit welcher das 
Lieht die im Fernrohr enthaltene Luft durchläuft. Nun ist das Ver- 
hältniss von Bß zu BÄ durch den Winkel BAß bekannt, das heisst. 
durch den Winkel, den die Richtung, in welcher der Stera wirklich 
liegt, mit der Richtung bildet, in welcher er durch das Femrohr 
gesehen erscheint, woraus sich dann die Lichtgeschwindigkeit he- 
reclmen ^sst. 

3. Schatten. Durch die geradlinigte Fortpflanzung des Lichtes 
wird der Schatten eines undurchsichtigen Körpers bedingt. Kern- 
schatten nennt man den Raum, in welchen von keinem Punkte des 
leuchtenden Körpers, Halbschatten den Raum, in welchen nur von 
einem Theile des leuchteudeu Körpers Licht gelangen kann. 

4. Camera obseura. Wenn in ein dunkles Zimmer nur durch 
eine kleine kreisförmige OefEnung Licht gelangen kann, so bildet sich 
jeder Lichtpunkt auf der gegenüberstehendeo Wand als ein schwach 
erleuchteter Kreis ab, und jeder lichtaus strahlende Gegenstand bildet 
sich auf der Wand verkehrt ab, und zwar mit schattirten Umrissen, 
welche von dem Halbschatten herrühren, den die ßänder der Oeffnung 
werfen. Dieselbe Erscheinung tritt auch bei anders gestalteten Oeff- 
nungen ein, wobei nur die Umrisse anders schattirt erscheinen. 

5. Erleuchtung. Da das Licht um so schwächer wird, je gi'Össer 
die Fläche ist, über die es sich ausbreitet, so mues das Licht in der 
doppelten oder dreifachen Entfernung vier- oder neunmal schwächer 
sein, und wenn es auf eine Fläche einmal senkrecht auffällt und her- 
nach unter gleichen Umständen schief auffällt, so dass die einfallenden 
Strahlen mit dem senkrecht einfallenden (dem Einlällslothe) einen 
Winkel (den Einfallswinkel) bilden, so muss sich die Erleuchtung im 
ersten Falle zur Erleuchtung im zweiten verhalten wie die auffallende 
Lichtmenge zu ihrem senkrechten Durchschnitt, das heisst: Die Er- 
leuchtung verhält sich umgekehrt wie das Quadrat der Ent- 
fernung von der Lichtquelle und direkt wie der Cosinus des 
Einfallswinkels. 

§ 2. Katoptrisches G-rundgesetz. 
1. Ein Lichtstrahl, welcher auf eine spiegelnde Fläche 
fällt, wird ao auriickgeworfen, dass der einfallende und der 
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zurückgeworfene (reflektirte) Strahl mit dem Einfallslothe 
gleiche aber entgegengesetzt liegende Winkel bilden, oder: 
der Reflexionswinkel ist dem Einfallswinkel gleich aber ent- 
gegengesetzt liegend. (Akustik § 2, 5.) 

2. Ebene Spiegel. Das Bild eines leuchtenden Punktes in einem 
ebenen Spiegel findet man, wenn man das TOn jenem Pnnkte anf den 
Spiegel gefällte Loth f um sieh selbst Terlängert. Dann ist der End- 17 
punkt dieser Verlängerung der Ort des Bildes. 

Denn wenn TOn dem leuchtenden Punkte irgend ein Strahl auf 
den Spiegel fällt, so muss die rückgängige Verlängerung des reflektii-ten 
Strahles durch den genannten Punkt gehen, weil die beiden so ent- 
stehenden Dreiecke kongruent werden. 

3. Erleuchtung. Wenn das Licht von einem leuchtenden Körper 
auf eine Fläche fällt, welche unregelmässig verlaufende Erhöhungen 
und Vertiefungen darbietet, so erscheint kein Bild des Körpers, sondern 
das Licht wird von der Fläche nach allen Seiten hin zurückgeworfen. 
Man nennt dann diese Fläche erleuchtet. 

§ 3. Dioptrisehes Grundgesetz, 

1. Ein Lichtstrahl, welcher in ein anderes Mittel eintritt, 
wird so gehrochen, dass der einfallende Strahl, der gebrochene 
Strahl und das Einfalisloth in Einer Ebene liegen, und sich 
der Sinus des Einfallswinkels zum Sinus des Brechungs- 
winkels verhält, wie die Geschwindigkeit des Lichtes im 
ersten Mittel zu der im zweiten. 

2. Brechungsexponent. Wenn mau die Gfeschwindigkeit des 
Lichtes im luftleeren E-aume durch die Geschwindigkeit des Lichtes in 
irgend einem Mittel dividirt, so nennt man den so erhaltenen Quo- 
tienten den Brechungsexponenten dieses Mittels. Ist dieser Brechungs- 
exponent n, und ist a der Einfallswinkel, a der Brechungswinkel, so ist 

sin a = n sin k. 

Beispiel. Der Brechungsexponent der atmosphärischen Luft ist 
1,0003, des Wassers j, des Kronglases (bleifreien Glases) |-, des Flint- 
glases (bleihaltigen Glases) f bis 2, des Diamaates -|. In der Regel 
(aber nicht immer) geht das Licht in einem dichteren Mittel langsamer 
als in einem dünnern. 

3. GränzwinkeL Wenn der Sinus des Einfallswinkels sich zur 
Einheit verhält, wie die Geschwindigkeit des Lichtes im ersten Mittel 
zu der im zweiten, so wird der Brechungswinkel ein rechter, und die 
gebrochenen Strahlen gleiten an der Gränafläche beider Mittel hin. Ein 
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solcher Winkel heiast Giränzwinkel der Bredmag, zum Beispiel TOn 
Flintglas zu Luft ist der Uränzwinkel 30". Wenn der Einfallswinkel 
grösser ist als der Gfränzwinkel der Brechung, so findet gar keine 
Brechung statt. Nur wenn die Geschwindigkeit des Lichtes sich beim 
Uebergange besehleuaigt, kann es einen Gränzwiakel gehen. 

4 Theilung des Lichtes. Wenn Licht auf einen Körper fällt, 
80 theilt es sich in drei Theiie: ein Theil wird reflektirfc, ein anderer 
gebrochen, ein dritter Theil wird absorbirt, das heisst, geht als Licht ganz 
S Terloren. Nur wenn es einen Gränzwinkel der Brechung *f gieht, und 
der Einfallswinkel grösser ist als dieser Gfränzwinkel, wird alles Licht 
entweder reflektirt oder absorbirt; die Reflexion heisst dann Total- 



Wann heisst der Körper undurchsichtig, durchsichtig, schwarz, 
weiss? Giebt es Körper, die eine dieser Eigenschaften in vollkommenem 
Maasse besitzen? 

5. Parallelglaa. Durch ein von parallelen Ebenen begränztes 
Mittel wird jeder hindurchgehende Lichtstrahl zweimal und zwai- so 
gebrochen, dass durch die zweite Brechung der Lichtstrahl dieselbe 
Richtung erlangt, die er ursprüngUch hatte. 

6. Prisma. Durch ein Mittel, welches von zwei nicht parallelen 
Ebenen begranzt wird, (durch ein Prisma) wird ein hindurchgehender 
Lichtstrahl zweimal so gebrochen, dass der einfallende Strahl imd der 
herauskommende gehörig verringert einen Winkel bilden. Dieser Winkel 
heisst der Ablenkungswinkel; der Winkel, welchen die beiden Ebenen 
gehörig erweitert bilden, heisst der brechende Winkel des Prismas. 
Ein Pi-isma, dessen brechender Winkel doppelt oder mehr als doppelt 
so gross ist als der Gränzwinkel der Brechung, lässt keinen Lichtstrahl 
hindurch. 

7. Der wichtigste Fall für die Brecliui^ durch ein Prisma ist der 
Fall, wo der einmal gebrochene Strahl in der senkrechten Durch- 
schnittsebene des Prismas so Hegt, dass er mit den Wänden des Prismas 
gleiche Winkel bildet. Ist dann u der Ablenkungswinkel, k der brechende 
Winkel des Prismas, so findet man leicht 



Da nun der brechende Winkel des Prismas bekannt ist so kinn 
man aus dem Brechungsesponenten n den Äblenkungswmkel m, und 
umgekehrt aus dem Abienkungswiakel u den Bie(,hung&<- Deponenten H 
bestimmen. Und in der That ist dies die Art, wie man den Brechuogs 
exponenten durch Beobachtung bestimmt. 
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Durch Beobaelitung ergiebt sich auch leicht, dass füi- den ange- 
gebenen Fall der Ablenkungswinkel kleiner und die Menge des hin- 
durchgehenden Lichtes grosser ist als für jeden andern Fall. 

§ 4. Die Farben. 

1. Spektrum, Lässt man einen Sonncnsti'ahl auf ein Prisma 
fallen und fängt die tou ihm gebrochenen Strahlen auf einer weissen 
Tafel aufj so eraeheint statt des Lichtpunktes eine verschieden gefärbte 
Lichthnie (das Spektrum), in welcher die Farben allmählich in ein- 
ander übergehen, und in folgender Ordnung auf einander folgen: 

Eoth, Orange, Gelb, Grün, Blau, (Indigo), Yioletfc, 
wobei das äussersfce Roth, wenn der Versuch bei möglichst klarer Luft 
angestellt wird, ganz denselben Farbeneindruck macht wie das aus&eiste 
Violett, und zwar liegen f die Farben so, dass das Roth die geringste 19 
das Violett die gi'Össte Brechung erfahren hat. Lässt man emen 
dieser farbigen Strahlen, zum Beispiel den grünen, durch em zweitts 
Prisma gehen, so wird er nicht mehr in verschiedene Farben zerspalten, 
man nennt solche Farben, die durch ein Prisma nicht zerspalten werden, 
homogene. Sammelt man alle Farben des Spektrums auf einen Punkt, 
so erscheint wieder farbloses (weisses) Licht. 

2. Complementärfarben. Zu jeder homogenen Farbe giebt es 
eine andere, welche mit ihr vermischt farbloses Lieht giebt, man nennt 
zwei solche Farben Complementärfarben. Es lassen sich die Farben 
so auf den Umfang eines Kreises vertheilen, dass je zwei auf demselben 
Durchmesser stehende Farben Complementäi'fai'ben sind. Dann geben 
je zwei andere Farben des Kreises vermischt eine der Farben, die auf 
dem kürzeren der zwischenliegenden Bogen sieh befinden. Zum Roth 
(Karmin) ist die Complementärfarbe Grün, zum Gelb (Gummigutt), 
Violett (Blauviolett), zum Blau (Himmelblau), Orange. 

3. Dunkle Linien im Spektrum. Lässt man das Sonnenlicht 
durch zwei parallele hinter einander liegende Spalten auf ein Prisma, 
dessen Kante den Spalten parallel ist, und das so gebrochene Licht 
auf eine weisse Tafel fallen, welche mit der Kante des Prismas parallel 
ist, so erscheint das Sonnenspektrum in die Breite gezogen, und man 
bemerkt, bei sehr vollkommenen Apparaten, in dem Spekti-um eine 
Reihe dunkler Linien, die der Kante des Prismas parallel sind. Fraun- 
hofer zählte mehrere hundert solcher Linien, von denen er die deut- 
lichsten mit den Buchstaben B, C, . . . H bezeichnete. B und liegen 
im Roth, D im Orange, E und F im Gi-Ün, G und H im Violett. 
Diese dunklen Linien, welche sich stets beim Sonnenlichte zeigen, liefera 
den Beweis, dass das Sonnenlicht nicht alle homogenen Farben enthält, 
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4. Aehnliche Erscheiiitiiigeii zeigen sicli, wenn man die durch 
glühende Körper hervorgebrachten Spektra betrachtet, nur daas man 
hier statt der vereinzelten dnntlöii Streifen, mir einzelne farbige Streifen 
erblickt, ein Beweis, dasa das Licht derselben viel weniger Arten 
homogenen Lichtes enthält als das Sonnenlicht. 

5. Durch die Fraunhoferschen Linien hat man ein Mittel, nm die 
Farben «nd ihre Ereehungsexponenten genau an bestimmen; so 
zum Beispiel findet man für diejenigen Fai-ben, welche zu den Fx-aun- 
hoferscben Linien B, E und H (Roth, örüu, Yiolett) gehören, für 
Wasser die Brechungsexponeuten 1,331 1,336 1,344. 

6. Aas der ungleichen Brechbarkeit der verschiedenen homogenen 
Farben folgt, daas dieselben nicht mit gleicher Gteschwindigkeit 
durch die Köi-per dringen. 

Man nimmt an, dass die verschiedenen Farben dnrch den leeren 
Raum mit gleicher Geschwindigkeit hindurchgehen; ebenso auch durch 
die verschiedenen Lnftarten, weil die Lnft keine Farbenzeretreuung 
20 hervorzubringen vermag. Dann aber folgt, dass unter den f verschie- 
denen Farben das Violett am schnellsten, das Roth am langsamsten 
die verschiedenen festen und flüssigen Körper durchläuft. 

7. Wenn man weisses Sonnenhcbt auf einen undurchsichtigen 
Körper fallen lässt, so heisst die Farbe, in welcher er dann erscheint, 
seine natürliche Farbe. Lässt man weisses Sonnenlicht auf einen 
durchsichtigen Körper fallen, so heisst die Farbe, welche die reflektirten 
Strahlen geben, die natürliche Farbe des Körpers im reflektirten Licht, 
hingegen die Farbe, welche die hindurchgehenden Strahlen geben, die 
natürliche Farbe des Körpers im durchgehenden Licht. Beide sind oft 
von einander verschieden. 

Die natürlichen Körperfarben sind nie vollkommen homogen, son- 
dern in der Regel aus einer Menge verschiedener homogener Farben 
zusammengesetzt. Doch giebt es einige durchsichtige Körper, welche 
im durchgehenden Lichte eine fast homogene Farbe zeigen. (Glas 
was durch Kupfer roth, oder durch Kobalt blau gefärbt ist.) 



§ 5. Sphäriaclie Spiegel. 
1. Ein Segment einer Kugelfläche, dessen äussere oder innere 
Seite spiegelnd ist, heisst ein sphärischer Spiegel, und zwar im 
ersteren Falle ein konvexer oder ein Zerstreuungsspiegel, im 
zweiten ein konkaver oder ein Sammelspiegel (Brennspiegel, Hohl- 
spiegel). Die gerade Linie, welche durch die Mitte des Spiegels und 
das CeEtmm der Kugel geht, heisst die Axe des i 
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2. Brennpunkt. Es sei im Folgenden überall M die Mitte des 
Spiegels, C der Mittelpunkt der Kugel, also die gerade Linie CM die 
Axe, E der Eitifallspunkt eines Strahles, JEI) die Tangente in E, 
welche die Aso in D trifft, F die Mitte von CD. Niiniri.t man nun 
einen Strahl AE an, welcher, der Axe parallel, in E einfällt, und 
zieht EF, so lässt sieli leicht zeigen, dass der Einfallswinkel AEC 
dem Winkel CEF gleich, und also EF der refiektirte Strahl ist. 
Also wenn wü- den Punkt D kurzweg den Durchsehnittspunkt der 
Tangente nennen, so folgt: 

Wenn der einfallende SiraM der Axe paralld ist, so durchschneidet 
der reflekÜrte Strahl diß Ase m der Mitte giimchetn dem C^ttrwm und 
dem Dwchschnittspun^t der Tangente. 

Wenn der Einfallspunkt E am Rande des Spiegels liegt, so heisst 
der Punkt F der Brennpunkt der Randstrahlen. Wenn der Ein- 
faUspunkt E in die Mitte M des Spiegels hineinrückt, so fällt der 
Diu:chschnitt3punkt D der Tangente mit E und A zusammen, und F 
fällt in die Mitte von CM. Deshalb heisst die Mitte von CM der 
Brennpunkt der mittleren Strahlen, oder kixrzweg der Brenn- 
punkt des Spiegels. Die Entfernung des Brennpunktes F vom 
Centram nennt man die Brennweite, 

3. Bild eines Axenpunktea. Fällt von einem Punkt A der ai 
Axe ein Strahl A.E auf den Spiegel, und geht der refiektirte Strahl 
EB durch den Punkt B der Axe, so lässt sieh, indem man in C eine 
Parallele mit der Tangente zieht, durch die Aehnlichkeit der so ent- 
stehenden rechtwinkhgen Dreiecke leicht zeigen, dass die beiden Punkte 
A und Ji von dem Punkte C in demselben Verhältnisse abstehen wie 
von D. Man nennt vier solche Punkte einer geraden Linie, von 
denen zwei von dem dritten in demselben Verhältnisse abstehen wie 
vom vierten, vier harmonische Punkte, und zwar nennt man die ersten 
beiden einander zugeordnet, und ebenso die letzten beiden. Denken 
wir uns von A aus einen Strahlenkegel auf den Spiegel fallen, dessen 
Strahlen von der Axe unter demselben Winkel abstehen wie AE, so 
werden sieh die reflektirten Strahlen alle in B vereinigen. Deshalb 
nennt man A und B Vereinigungspunkte. Also; 

Bie Veremigungspimkte, das Cenimm v/nd der Burchschnittspitnkt 
der Ta/ngenten hilden vier haatnoniscke Fmüde, von denen die Veremigwngs- 
pm^te einander zugeordnet sind. 

Nimmt man an, daas A vom Brennpunkte n Brennweiten entfernt 
liegt, so ergiebt sieh leicht, dass B vom Brennpunkte i/n Brennweite 
entfernt ist. Daraus folgt: 

Die Brenmveite ist die mittlere Proportionale zwischen den Entfer- 
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ramgen der Vereimgungspunkie vom Br&mptinkte, und zwwr Uegen die 
Vereimg^mgspunkte mm Brennpunkte aus stets iiach d&rselbm, Seite. 

Bezeichnet man die Brennweite mit f und die Entfernungen DA 
and DB, welche man die Vereinigiingsweiten nennt, mit a und h, 
so wird FA'^a — f, FB^i—f, FC = f; und da FC die mittlere 
Proportionale zwisolieu FA und FS ist, so wird (a ■ — f) {h — f) = P, 
woraus sieh ergiebt 



I heisst: 
Der reeiproke W&rtk der Brennweite ist die Suntme der redprolzei 



4. Forfcrückung des Brennpunktea. Es sei E^ eia Punkt 
am Rande des Spiegels, JT der zugehörige Dui-chsehnittspunkt der 
Tangente, so wü'd, während sich E tou .E'- nach M bewegt, der Punkt 
B sich von D^ nach M bewegen, und der Brennpunkt F wird dabei 
einen halb so grossen Weg beschreihen wie B. Wenn die Oeffnung 
des Spiegels, das heisst der Bogen, den eine durch die Axe gelegte 
Ebene aus dem Spiegel herausschneidet, b" beträgt, so beträgt die Ent- 
fernung B^M nuf etwa y^pu^ des Halbmeasers CM, also der Weg, den 
der Brennpunkt beschreibt, nm' Yj^uo der Brennweite, und bei noch 
geringerer Oeffiiung sind diese Wege noch geringer. Man kann also 
bei so kleinen Oefihungen ohne merklichen Fehler den Brennpunkt 
22 und den \ Durchsehnittapunkt der Tangenten als feststehend, also auch 
den Punkt B als Bild des Punktes A annehmen. Ist die Oeffnung 
180^, und sind die einfallenden Strahlen parallel, so bilden die reflek- 
tirten die sogenannte Brennlinie oder catacaustica. 

5. Bild eines Gegenstandes. Es sei A ein Punkt ausserhalb 
der Äxe, AA^ das auf die Axe gefällte Loth. Zieht man von A die 
Strahlen AM und AC, und an M die Tangente, welche den Strahl 
AC in D trifft, so kann man AG als Axe ansehen, B als Durch- 
sehnittspunkt der an M gezogenen Tangente mit der Axe, und AM 
als einfallenden Strahl; dann wird der reflektirte Strahl (Nr, 3) die 
Linie CA in einem Punkte B so schneiden, dass A, B, G, B vier hai'- 
monische Punkte sind. Pi-ojieirt man diese vier Punkte auf die Axe 
CM und nennt B^ die Projektion von JS auf diese Ase, so müssen die 
Projektionen A^, B^, 0, M gleichfalls vier harmonische Pimkte sein, 
also ist B-^^ das Bild von J.^; also BB^ das Bild von AA^, das heisst, 
das BÜd einer gegen die Axe senkrechten Linie ist wieder gegen die 
Axe senkrecht. 

Ist der Gegenstand AA^^ vom Brennpunkte F n Brennweiten ent- 
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fernt, so ist (Nr. 3) das Bild BB^ Ijn Brennweite entfernt; also beträgt 
die Entfernung des Gegenstandes von der Mitte des Spiegels m -j- 1 
Brennweiten und die des Bildes 1 -}- l/n Brennweite. Ans der Aehn- 
lichkeit der Dreiecke folgt aber, dass sich die Länge des Gegenstandes 
AÄ^^ zu der des Bildes wie diese Entfernungen verhalten, also wie 
w + 1 : 1 -f- l/n, das heisst wie 1 : \jn. Also, zusammengefasst: 

Wemt der Gegenstand n Brennweiten vom Brennpmkte entfernt ist, 
so ist das Bild nach derselben Seite hin l/n Brennweite entfernt unä rirmal 
verkleinert; wenn der Gegenstand l/n Brennweite vom Brenn^imkt entfemi 
ist, so ist das Bild nach derselben Seite hin n Brermweitm entfernt und 
n-mal vergrüssert. Em gegen die Äxe senkrechter Gegenstand giebt ein 
gegen die Äxe smkrechtes Büd, und zwar en/n wmg^cekrteSf wenn das 
Bild durch die reflekUrten Strahlet seihst, ein aafredites, wemt es durch 
deren rückgängige Verlängerungen zu Stande Icommt. 

Frage, Welches sind die Erscheinungen bei konkaven und bei 
konvexen Spiegeln, wenn der Gfegenstand nach und nach dem Spiegel 
näher rückt? 

§ 6. Sphärische Gläser. 

1. Ein Glas, welches von den Segmenten zweier Kugelfläehen, 
oder von einem solchen Segment und einer Ebene begränzt wird, heiaet 
ein sphärisches Glas oder eine Linse. 

Man unterscheidet zwei Hauptarten splüiriacher Gläser: die Sammel- as 
glas er (Brenngläser), welche in der Mitte dicker sind als am Rande, 
und die Zerstreuungsgläser, welche in der Mitte dünner sind als 
am Rande. Die Sammelgläaer sind entweder plan-konvex oder bikonvex 
oder konkav-konvex; die Zerstreuungsgläser sind entweder plan-konkav, 
oder bikonkav oder konvex-konkav. Die gerade Linie, welche durch 
die Mittelpunkte beider Kugelfläehen oder durch den Mittelpunkt der 
Kugelfläehe und senkrecht auf die Ebene gezogen ist, heisst die Axe 
des sphärischen Glases. 

2. Erste Brechung. Man denke sich zuerst ein Segment einer 
Kugelfläche als Gränze zweier durchsichtigen Mittel, in welchen sich 
die Lichtgeschwindigkeiten verhalten wie n: 1. Es sei wieder C das 
Centrum der Kugelfläche, E der Einfallspunkt, und seien Ä und B 
zwei Vereinigungspunkte in der Axe, das heisst zwei Äxenpunkte der 
Art, dass, wenn AE der einfallende Strahl ist, EB der gebrochene 
ist. Man halbire den stumpfen Winkel AEB beider Strahlen durch 
die gerade Linie ED, welche die Äxe in D trifft, so theilt diese be- 
kanntlich die Grundaeite dea Dreiecks AEB im VerMltniss der Schenkel, 
das heisst hier im Verhältniss der beiden Strahlenlängen (von der Axe 
bis zum Einfall spunkt). Zieht man noch die Lotlie AA^^, BB-^ auf den 
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(verliijigerteii) Radius CE, so sind diese Lothe durch die Langen der 
zugehörigen Strahlen dividirt die Sinus des Einfalle- luid dos Brechungs- 
winkels, also der erste Quotient das w-fache des letztern 

AE ~*^ EB ' 
Nun verhalten sich aher, vermöge der Aehulichkeit der entstandenen 
Dreiecke, jene Lothe wie die Entfernungen der Vereinigungspunkte 
vom Centruni, und die Strahlenlängen verhalten sich wie die Abschnitte, 
in welche ÄH durch D getheilt wird, also erhält man 

AC OB , AD + DG BB — DO 
ÄD-'^BB «"^^^ -^D— = ''~-DIi 

Setzt man DO = c, Z)lf = 6, AD = — a (oder, was ditsselbe ist 
DA = fl), so ergiebt sich leicht 



3. Wirkung beider Brechungen. Nimmt man jetzt die zweite 
OberMche hinzu, und setzt den Punkt, worin der einmal gebrochene 
Strahl EB diese Oberfläche trifft, E-,, ao wu-d der Strahl EE^ in E^ 
aum zweiten Male gebrochen, dieser zweite gebrochene Strahl treffe 
die Axe in ^, so sind B und A-^ die Vereinigimgspimkte für die 
zweite Flache. Man halbire wieder den Winkel EE^A^ und nehme 
an, diese Halbirungslinie treffe denselben Punkt I), femer sei Gj der 
Mittelpunkt der zweiten Kugelfläehe, auch setze mau, wie vorher 
DA^ = %, BCi = Cj, während Eß = fc bleibt, so hat man 



Subtrahirt man diese Oleichun^ von der vorher gefundenen, so erhält man 
Es sei noch 

gesetzt, dann wird f die Brennweite genannt, und mttn iiat die Gleichung 

^ — Jl _ i 

f ~ a, a ■ 

4, Annäherungsformeln. Wir werden im Folgenden annehmen, 
dass die einfallenden Strahlen und also auch die gebrochenen nnr sehr 
kleine "Winkel mit der Axe bilden, und dass auch die Dicke des Glases 
gegen die Halbmesser der Kugelfläehen sehr geringe sei. Unter dieser 
Voraussetzui^ wird auch der Punkt J) sich von der Mitte des Glases 
nur sehr wenig entfernen, und die Linien c und q werden den Radien 
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der KugelflUehen sehr nahe gleich sein. Wir nehmen den Punkt D 
der Äse in der Mitte zwischen den zwei begränzendeii Kugelflachen an. 

5. Brennpnnkte. Die erste Gleichung 

(»-l)(T-i)-f 
sagt, da Cj und c bei Bikonvex- oder Bikonkav-Gtiäsern entgegengesetzt 
bezeichnet sind, und 1/c für eiae Ebene gleich Null ist, aus; 

Der recwproke Werth der Brennweite ist hei doppelt sphärischen 
Gläsern (n — l)-mal so gross als die Summe oder Differenz der red- 
prolcen Werthe der Badien, und gwar als die Summe, wenn die leiden 
Krümmungen gleidiartig (beide konvex oder konkfw), als d/ie Differenz, 
wemt die beiden Krümimmgen ungleichartig sind; bei sphärischen Gläsern, 
deren eine Segrämungsfläche eme Ebene ist, ist der Saditts der andern 
(n — l)-ma? so gross als die Brennweite. 

Die Punkte der Äxe, welche von der Mitte D des Glases um die 
Brennweite abstehen, heissen die Brennpunkte. Die Strahlen, welche der 
Axe parallel auf das Glas fallen, vereinigen sich bei Sammelgläsem im 
gegenüberstehenden Brennpunkte, bei Zerstreuungsgläeem werden sie so 
zerstreut, als kämen sie aus dem zunächstliegenden Brennpunkte. 

6. Gesetz sphärischer Gläser. Aus der l'ormel 



folgt: 

Mle Gesetse der sphärischen Spiegel gelten (annähernd) auch fwr 
sphärische Gläs&; nur dass die Bilder bei den letzteren auf der entgegen- 
gesetzten Seite f liegen; das heisst, denjd mam sich bei den sphärisc/ien 25 
Gläsern die StraMen umniMelhajr nach ihrem Durchgange von einem 
gegen die Axe senJcrecMen Spiegel refl^cüri, so w&-den die Erscheinungen 
gleich denen für sphärische Spiegel. 

Frage. Welches sind die Erscheinungen bei Sammelgläsem und 
bei Zerstreuungs gläsern, wenn der Gegenstand nach und nach dem 
Glase näher iiickt? 

§ 7. Das Auge und das Sehen. 
1. Das menschliche Auge ist nahe kugelförmig und kann in 
der Augenhöhle durch sechs Muskeln um drei gegeneinander senk- 
rechte Axen gedreht werden. Die äussere Hülle bildet die harte oder 
weisse Haut, welche vorne eine kreisrunde Oeffmmg ^sst, die von 
der stärker gewölbten, durchsichtigen Hornhaut ausgefüllt ist. An 
die harte Haut achliesst sich nach innen die Aderhaut an, welche bei 
den meisten Menschen mit einem schwarzen Farbestoff überzogen ist. 
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Auf der hinteren Seite treten durch eine Oeffnung die Sehnerven 
hinein und breiten sich über der Aderhaut zu einem zusammenhängen- 
den Gewebe, der Netzhaut ans. In der Kreislinie, in welcher die 
harte Haut an die Hornhaut gränzt, schliesst sieh die Regenbogen- 
haut (iris) als eine kreisförmige Scheibe an, die in der Mitte eine 
kreisrunde Oeffnung, die Pupille, hat. Hinter der Iris befindet sich 
die durchsichtige KrystalUinse von der Gestalt einer Bikouvexlinee. 
Durch sie ist das Auge in zwei ungleiche Kammern getheilt, von denen 
die vordere eine wässrige, die hintere eine gallertartige Feuchtigkeit, 
die Glasfeuchtigkeit, enthält. Die w'ässrige Feuchtigkeit bricht das 
Licht am schwächsten, die Glasfeuchtigkeit etwas mehr, und am stärksten 
die Feuchtigkeit der KrystalUinse und besonders der hinteren Schicht, 
deren Brechungsesponent 1,4 ist, 

2. Das Sehen. Das Licht fällt durch die durchsichtige Horn- 
haut, und durch die Pupille, welche sich bei stärkei'em Lichte zusammen- 
zieht, hei schwächerem erweitert, auf die KryatalUii^e. Diese vei'einigt 
bei deutlichem Sehen die von einem Punkte ausgehenden Strahlen auf 
einem Punkte der Netzhaut, von wo der Eindruck durch die Nerven 
der Seele zugeführt wird. Ist das Auge kurzsichtig, so vereinigen sich 
die von einem entfernten Punkte ausgehenden Strahlen schon ehe sie 
die Netzhaut treffen; ist das Auge weitsichtig, so konvergiren die von 
einem nahen Punkte kommenden Strahlen so, dass sie sich erst hinter 
der Netzhaut vereinigen würden. (Brülen.) 

3. Durchkreuzungspunkt. Die Linien, welche von den sicht- 
baren Punkten nach ihren Bildern auf der Netzhaut gezogen werden, 
durchschneiden sich alle in einem Punkt, dem Mittelpunkte derjenigen 
Kugel, von der die Hornhaut ein Segment ist. Dieser Piinkt wird der 
Durchkreuzungspunkt genannt. 

2ti 4. Stereoskop. Die Bilder, welche ein naher Korper in den 

beiden Augen hervorbringt, sind im Allgemeinen nicht einander kon- 
gruent. Hat man zwei ebene Zeichnungen, von denen die eine das 
Bild, wie es dem einen Auge erscheint, und die andere das Bild, wie 
es dem andern Auge erscheint, darstellt, so gewähren diese Zeichnungen, 
wenn sie in die Lage gebracht werden, dass sie in den beiden Augen 
beziehlich dieselben Bilder hervorrufen wie jener Körper, zusammen 
denselben Eindruck wie der Körper selbst. — Stereoskop. 

5. Dauer des Lichteindrucks, Der Lichteindruck dauert etwa 
Yj Sekunde lang, nachdem der lichtgebende Gegenstand verschwimden 
ist, fort, oder nimmt wenigstens während dieser Zeit langsam ab, 
während er hald darauf verschwindet. Bei hellen Gegenständen dauert 
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der Lichteindruck etwas länger fort, bei dunkleren weniger lange 
(Farbenkreisel, stroboskopisclie Scheiben). 

6. Sphärische Abweichung. Bei den sphürisehen Spiegeln 
und Gfräsem befolgen die das Bild erzeugenden Strahlen nicht mit 
vollkommener Genauigkeit die oben entwickelten Gesetze. Die Ab- 
weichung des wirklichen Bildes von dem Bilde, welches hei genauer 
Befolgung jener Gesetze hervorgehen müsste, heisat die sphärische 
Abweichung. Sie ist für die nahe an der Mitte auffallenden Strahlen 
am geringsten, und bei Spiegeln geringer als bei Gläsern. 

7. Achromatische Gläser. Zu der sphärischen Abweichung 
kommt bei Gläsern noch eine Abweichung hinzu, welche dadurch be- 
wirkt wird, dass die verschiedenen Farben ungleiche Brechbarkeit 
haben, wodurch es geschieht, dass die Bilder mit farbigen Rändern 
umgehen sind. (Chromatische Abweichung.) Man kann indessen diesen 
Mangel durch geachiekte Zuaamm enfiigung von Gläsern aus verschie- 
denen Substanzen, zum Beispiel aus Kronglas und Fhntglas theilweise 
beseitigen. Indem nämlich diese die Farben auf sehr ungleiche Weise 
zerstreuen, so kann man stets eine Kronglas- und eine Flintglas-Linse 
so Kusamnienfügen, dasa zwei beliebig zu wählende Farben durch die 
eine ebenso vereinigt werden, wie sie durch die andere zerstreut waren. 
Man wählt daa;u den orangefarbenen und den grfinen Strahl (Fraun- 
hofers D und E). Eine solche Kombination zweier Linsen heisst eine 
achromatische DoppeUinse. 

§ 8. Fernröhre und Mikroskope. 

1. Die Fernröhre und Mikroskope dienen dazu, um durch 
Vergrösserung des Winkels, unter dem ein fernes oder nahes Objekt 
erscheint, dasselbe dem Auge unterseheidbarer zu machen. Die Linse 
oder der Spiegel, welcher dem Objekte zunächst liegt, heisst das Ob- 
jektiv, und die dem Auge zunächst liegende Linse das Okular. Das 
VerHiltnisa, in welchem die Tangente des Sehwinkels vergrÖssert wird, 
heisat die angulare -f Vergrösserung. Im Folgenden sollen die Instru- 27 
mente so beschrieben werden, wie sie für ein weitsichtiges Auge passen. 

2. Das astronomische (Keplersche) Fernrohr besteht aus zwei 
Sammelgläsem, die um die Summe ihrer Brennweiten von einander 
abstehen, und von denen das Objektiv die grössere Brennweite hat. 
Das Bild erscheint umgekehrt, die Angularvergrösserung ist gleich dem 
Verhältnisa der Brennweiten. 

3. Ein Erdfernrohr erhält man durch Verbindimg zweier astro- 
nomischer Fernröhre, indem das zweite das umgekehrte Bild des ersten 
wieder umkehrt, und dadurch ein aufrechtes Bild erzeugt. 
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4 Das öalileisehe Pemrohr besteht aus eiaer SammeUinse und 
einer Zersti'euuDgslinse von kürzerer Brennweitej wolclie um die Differenz 
der Brennweiten von einander abstehen. Das Bild erscheint aufrecht, 
die Ai^ularvergrösserang ist gleich dem Verhältniss der Brennweiten. 

5. Das Spiegelteleskop ist ein astronomisches Femrohr, in 
welchem statt der Sammellinse, die das Objektiv bildet, ein Hohlspiegel 
eintritt. Bei dem Neutonschen Spiegelteleskop ins Besondere werden 
die vom Spiegel ans konvergirenden Strahlen kurz vorher, ehe sie das 
Bild hervorbringen, durch einen kleinen ebenen Spiegel, der unter 45" 
gegen die Axe des Hohlspiegels geneigt ist, seitwärts reßektirt und das 
so entstehende Bild seitwärts durch das Okular betrachtet. 

6. Das Mikroskop besteht in seiner einfachsten Einrichtung aus 
zwei Sammelgläsem, von denen das Objektiv eine sehr kurze Brenn- 
weite hat. Der zu betrachtende Gegenstand wird etwas ausserhalb der 
Brennweite des Okulars aufgestellt, und das dadurch entstehende, um- 
gekehrte Bild durch das Okular betrachtet, wobei für ein weitsichtiges 
Auge das Bild im Brennpunkt des Okulars liegen müss. 
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V. Zur Elektrodynamik. 

Von 
11. Grassrntmii in Stettin. 



Grelles -Toui-nal Bd. 83, Hoft 1, S. .07—64 (1877), 



Das Gesetz über die gegenseitige Einwirkung zweier Stromtlieile, 
welches ich im Jahre 1845 in Poggendorffs Annalen Bd. 64, S. 1 ff. 
{hier S. 147ff.} im Gegensatze gegen das Amperesche Gesetz als das 
muthm^slich richtige aufstellte, hat durch die neuesten balmbrechenden 
Arbeiten von Herrn Clausiua, namentlich durch seine Abhandlung in 
diesem Journal Bd. 82, S. 85 ff. nicht bloss eine neue Stütze, sondern, 
man kann sagen, eine sichere Begründung gefunden. In der That 
stimmt das Kraftgesetz für Stromelemente, wie Herr Clausiua es S. 130 
der erwähnten Abhandlung aus seiner allgemeinen Theorie ableitet, 
mit dem von mir a. a^ 0. dargestellten Gesetze genau übereiu. 

Da Herr Claus ius, dem meine oben erwähnte Abhandlung offenbar 
entgangen war, diese Uebereinstimmang in seinen Arbeiten (vergl. noch 
Poggendorffs Anaalen Bd. 156, S.657- Bd.l57, S. 489 und Verhand- 
lungen des naturhist. Vereins der preuss. Rheinlande und Westfalens 
Bd. 33) nicht erwähnt, so wiU ich sie hier kurz erörtern und daran 
einige, wie ich glaube, nicht unwichtige Folgerungen knüpfen. 

Es ist äusserst leicht, die Uebereinstimniung beider Gesetze durch 
die in meinen Ausdehnungslehren (von 1844 und 1862) behandelte 
Analysis nachzuweisen; aber, da ich nicht voraussetzen darf, dass den 
Leaem die Gesetze dieser Analysis geläufig sind, so stütze ich mich 
zunächst nur auf die Sätae der gewöhnlichen Analysis, namentlich hier 
auf den Satz, dass, wenn a^, a^, a^ die senkrechten Koordinaten und a 
die Länge einer Strecke, und &j, i^, h^ die entsprechenden Koordinaten 
und ö die Länge einer zweiten Strecke sind, dann der Cosinus des 
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Winkels zwisclieii den Richtungen beider Strecken, den ich nach her- 
gebrachter Weise mit cos (fl?f) heaeichne, 

cos (ah) = J-i-i — ^i i__!_jx-ä 

ist. 

Sind nun bei senkrechtem Xoordinateneystem dx', dy', äs' die 
Koordinaten und ds' die Länge eines Stronielementes, dx, dy, ds die 
Koordinaten und ds die Länge eines zweites Stromelemente e, X, Y, Z 
die Koordinaten der Kraft, mit der das erstgenannte Element auf das 
fia zweite wirkt, sind f femer x', y', s' die Koordinaten des Anfangs- 
punktes des ersten, x, y, s die Koordinaten des Anfangspunktes des 
zweiten Elementes, also x — x\ y — y', z — s' die Koordinaten der 
Strecke, die von dem erstgenannten Anfangspunkte nach dem letzten 
gezogen wird, und ist r die Länge dieser Strecke, also 

(»,-»!■)' + (9 - 9-)' + (J - O' - •■■, 
siad femer i und i' die beiden Sfcromintensitäten, s der Winkel zwischen 
den beiden Stromelementen und li ein konstanter Zahlenfaktor, so ist 
nach Clausius a. a. 0, S, 130 

(1) x~m'i>u\-s 

Nun ist 



d-=- 



(O _ _ rf[(^-a^'>' + (y -y r-Ki' - 



Also ist 

d— . d — 

J^==~^ä--' -£ ds^~[(x~x')dx -\- iy-y'')dy~\-{s--s')d^']:r^ 

Femer ist 

cos £ == {dx . dx' + dy . dy' -}- dz . de) : äs . ds'. 

Diese Wcrthe in (1) eingesetzt, erhält man 

X= — —5- [{x—x') Säxdx'— äx H {x~x")dx\ 

und entsprechend sind die Ausdrücke für Y und Z. 

Nimmt man die .s-Axe senkrecht gegen die Ebene an, in welcher 
r imd ds' liegen, so wird s ■ — ?' = und dz' = 0, also auch Z = 0. 
Wir können daher die genannte Ebene die Wirkungsebene nennen-, die 
Formel für X wird dann 

X = -.-^{{x — x'){äx dx'-\-dy dy') — ]{x — x')dx-\-{y — y')dy^dx'] 

und entsprechend für Y. 
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Nun sei, wie in meiner Abhandlung Poggendorffs Annalen Bd. 64, 
S. 9 {hier S. 153 f.} das Produkt i'ds' mit a, das Produkt iäs mit h, 
und die (senkrechte) Projektion von fc auf die Wirkungsebene mit 6, 
bezeichnet, ferner sei der Winkel 

ira = a, Lr\= ß, L^a ^= y 



ist. Man nehme die y-Axe in der Bichtung ft^, und die x-A.xe in der 
dagegen senkrechten, in der Wirkungsebene liegenden Kichtung c an, 
und zwar so, f dass Lb-^c '= -\- 90'^ ist. Dann sind also i'dx' und 59 
i'ät/' die Koordinaten Ton a, idx und idy die von h, also 

cos y = cos (&i«) = — ^^ 7^ " - " — ' 

und 

eos /3 = cos (rh^ = i(a; - a!-)tia; + i( y ^ y-)(? y _ 

Setzen wii' diese Werthe ein, so wird 

X= ^ \(x — x')a\ cos ;■ — i' dx' r\ cos /5], 

Y= — --^[(2/ — y')ai^ cos y — *' dy' rh^ cos /5]. 

Nun ist »/ — y' die Projektion von r auf 6j, also gleich 
»• cos ( rhj) = r coa ß, 

und '(''ö'j/' die Projektion von a auf 6j, also gleich (Tcos(?!^(i)^fflcosy 

also 

r= 

Ferner ist x — x' die Projektion von r auf c, also gleich 

»■ cos (rc) ^^= r cos (r&j -|- 6,c) = r cos (90* -^ |3) = - — r sin ji, 
und i'dx' ist die Projektion von a auf e, also gleich 

« cos (ttc) = a cos {a\ + J-iC) = a cos (fiiC — ^i«) 
= a cos (90** — y) = (( sin y, 
also 



(2) X-'^sm«. 

Dieser Ausdruck stellt, da Y und Z null sind, die ganze Kraft 
dar. Er ist mit dem Ausdrucke, den ich in Poggendorffs Anncden 
Bd. 64, S. 9, Formel 4 {hier S. 154} mitgetheilt habe, identisch, nur 
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dasa k, dessen Werth Yon der Annahme der Einheiten abhängig ist, 
dort selbst als Einheit gesetzt war. 

Es gewinnt aber diese Formel (2) dui-ch das von Herrn Clausius 
erwiesene Grundgesetz eine ganz neue Bedentnng. Sie stellt min nicht 
mehr eine Hypothese dar, welcher andere Hypothesen vielleicht mit 
gleicher Berechtigung zur Seite gestellt werden können, sondern 
ergiebt sich nach der Clausiusschen Darstellung als nothwendig. 
um dies zu zeigen und daran noch andere Folgerungen zu knüpfen, 
will ich hier den Gang der Clausiusschen Darstellung kurz zur An- 
schauung bringen. 
Herr Clausius weist nach, f daas das Gi-undgesetz, welches der Be- 

gründer einer einheitlichen Theorie der Elektrodynamik, Herr W.Weber, 
aufgestellt hat, nur unter der Voraussetzung mit der Erfahrung im 
Einklänge ist, dass sich in jedem galvanischen Strome die positive und 
negative Elektricität mit gleicher Geschwindigkeit in. entgegengesetzten 
Richtungen bewegen. Er zeigt namentlich, dass, wenn in einem gal- 
vanischen Strome die entgegengesetzten Elektricitäten sich mit un- 
gleicher Geschwindigkeit bewegen (zum Beispiel die negative ruht), 
dann bei Zugrundelegung des WeberscKen Gesetzes der konstante 
Strom auf ruhende Elektricität vertheilend wirken müsse, was der Er- 
fahrung widerspricht. 

Ich bemerke, dass man diesen Nachweis auf eine höchst elementare 
Weise vermittelst eines linearen Stromes führen kann, der aus zwei 
koncentrischen Kreisbogen imd zwei geraden Strecken besteht, wenn 
nämlich das gemeinsame Centi-um der beiden Kreisbogen in dem Punkte 
liegt, in welchem die Elektricität ruht, und die beiden Strecken ver- 
längert durch denselben Punkt gehen. In diesem Falle zeigt der blosse 
Anblick der Weberschen Formel 

r= L c* \dt) ^ 0^^ dtU' 

dass der positive Strom (abgesehen von der statischen Wirkung, die 
sich gegen die des negativen stets aufhebt) auf die ruhende positive 
ElektricitUt eine anziehende durch die Mitte des Stromes gehende 
Wirkung übt, welche dem Quadrate der Geschwindigkeit jr propoi'- 
tional ist, während die negative Elektricität ebenso stark abgestossen 
wird, dass hingegen der negative Strom die Wirkungen in entgegen- 
gesetztem Sinne übt, aber so, dass diese Wirkungen dem Quadrat der 
Geschwindigkeit, mit welcher die negative Elektricität strömt, propor- 
tional sind. Die Gesamratwirkung ist also nur dann null, wenn beide 
Geschwindigkeiten gleich gross sind, bx jedem anderen Falle mi^sfce 
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eine Vertheilimg der rahendeii Elektricität im Widerspmclie mit der 
Erfahrung stattiinclen. 

Das Entsprechende weist Herr Clansius für das Riemaiinsche 
Qi-nndgesetB nach. Beide würden also nur für den Fall mit der Er- 
fahrung Übereinstimmen, wenn sich annehmen lieaae, dasa in jedem 
galvanischen Strome positive und negative Elektrieität mit gleicher 
Geschwindigkeit (naeh entgegengesetzten Richtungen) strömten. Diese 
Annahme ist jedoch nicht gestattet, da zum Beispiel in Elektrolyten 
die Elektricitäten sieh mit den Ionen bewegen, und diese im Aligemeinen 
ungleiche Geschwindigkeit besitzen. 

Nun geht Herr Clausius von der auch bei denv Weberschen und 61 
Eiemannschen Gesetze zu Grunde liegenden Annahme aus, dass die 
Kraft, mit der ein sich bewegendes Elektrieitätstheilchen e' auf ein 
anderes e wirkt, nur von der gegenseitigen Entfernung der beiden 
Theüchen und von der Richtung und Grösse ihrer Geschwindigkeiten 
und Beschleunigungen abhänge. Indem er nun hiermit nur die Resultate 
sicherer Beobachtungen und das Princip der Erhaltung der Energie 
in Verbindung setzt, gelangt er zu seiner Eundamentalfoi-mel (66), in 
welcher jedoch noch eine unbekannte Funktion von r vorkommt. 
Diese unbekannte Punktion hebt sich aber, wenn man die Kraft be- 
stimmt, mit welcher ein Stromelement ds' auf ein anderes ds wirkt, 
Ton selbst weg, und so gelangt man zu der Gleichung (1) und zu der 
ihr gleichbedeutenden (2), welche also als Tollkommen begründet an- 
gesehen werden müssen, sobald man nicht etwa auf höhere als die 
zweiten Zeitdifferentiale der bewegten Elektricitäten zurückgehen will. 
Hierbei ist zu bemerken, dass die Formeln (1) und (2) auch 
geltend bleiben, wenn die beiden entgegengesetzten nach entgegenge- 
setzter Richtung strömenden Elektricitäten nicht dieselbe Geschwindig- 
keit haben, dass aber dann unter Intensität des Stromes die Summe 
der positiven und der in entgegengesetzter Richtung strömenden nega- 
tiven Elektrieität zu verstehen ist, welche in der Zeiteinheit durch 
einen Querschnitt des Leiters strömen. 

Ich schliesse hieran eine ganz elementare Ableitung der Wirkui^ 
eines konstanten geschlossenen Stromes auf ein Stromelement, welche 
zugleich zu Resultaten führt, die, wie ich glaube, bisher unbekannt 
gewesen sind. 

Wenn man in (2) statt a seinen Werth i'ds' setzt, ao findet man 
durch Integration sogleich die Kraft v, welche eine mit der Intensität *' 
durchströmte Strecke SC auf ein Stromelement übt, dessen Anfangs- 
punkt in Ä liegt, und dessen Projektion auf die Ebene ABC gleich h^ 
ist. Nämlich wenn AD = h die Höhe des Dreiecks ASO ist, und 
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die Stücke des Dreiecks in liergebiaciiter Weise benannt werden, 
so ist 

V = ~ — - (cos ß -(- cos y). 

Wenn ins Besondere \ mit BG gleichgerichtet ist, so hat v die Kich- 
tung Ton AD\ und wenn sich &, um einen beliebigen Winkel in der 
Wirkangsebene dreht, so di'eht sich die Richtung Ton v um denselben 
Winkel, wahrend der Werth von v derselbe bleibt. Wenn te der dritte 
02 Winkel des Dreiecks f und m die Mittellinie ist, welche diesen Winkel 
hälftet und bis zur gegenüberliegenden Seite reicht, so ist bekanntlieh 

h m 

und die obige Formel wird 
(3) ,_ "*'''.J» -t^. 

Um aber diese Formel unmittelbar benutzen zu können, ist es 
nothwendig, in ihr auch die Eiichtung der Kraft v darzustellen. Zu 
dem Ende muss ich auf einige Begriffe der geometrischen Änalysis 
zurückgehen, wie ich sie in meinen Äusdehnungslehren von 1844 und 
1862 dargestellt habe, nämlich auf den Begriff der Strecken, der 
Pläebenräume, auf die Addition der Strecken und Fläebenräume und 
auf das innei'e Produkt des Flächenraums in die Strecke. 

Nämlich zwei begrenzte gerade Linien setze ich als Strecken nur 
dann gleich, wenn sie gleiche Länge und Richtung haben, und zwei 
Ebenentheile setze ich als Flächenrävme nur dann gleich, wenn die 
beiden Ebenen parallel sind und die Ebenentheile gleichen und gleicli- 
bezeieimeten Flächeninhalt haben. Zwei Strecken werden addwt, indem 
man sie stetig aneinander legt, dann ist die Strecke vom Anfangspunkt 
der ersten zum Endpunkt der letzten die Summe beider Strecken, Zwei 
Fläebenräume werden addirt, indem man sie als Parallelogramme atet^ 
aneinanderlegt, das heisst sie so legt, dass die Grundseite des zweiten 
mit der Deckseite (der der Grundseite gegenüberliegenden Seite) des 
ersten zusammenfällt, dann ist das Pai-allelogramm , dessen Grundseite 
die Gmnd Seite des ersten und dessen Deekseite die Deckseite des 
zweiten Parallogramms ist, die Summe der beiden Flächenräume. 
Endlich unter dem inneren Produkte eines Flächenraums F, dessen 
Inhalt Eins ist, in eine Strecke b, geschrieben \F ] 6] verstehe ich 
eine Strecke g, welche mit der Projektion \ von & auf F gleich lat^ 
ist, welche in der Ebene F auf \ (also auch auf V) senkrecht steht, 
und welche an 6^ stetig angelegt nach derselben Seite hin abbiegt, 
nach welcher der umfang von F durchlaufen wird. Setzt man XF 
statt F, wo l den Flächeninhalt ausdrückt, so wird \XF \ &J = lg. 
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Wenden wir dies auf den obigen Fall aa, und setzen fest, daes F 
mit dem I^clienraum des Dreiecks ABC gleichliezeiclmet sei, so ist 
klar, dass nach dem Obigen die Ricbtung der Kraft mit [F | h] ent- 
gegengesetzt bezeielinet sei, und also, wenn die Richtung der Kraft 
zuglejcli ansgedräekt f werden soll, in (3) statt b^ zu setzen ■ ist 63 
— [F \ 6], das beisst 

(4) »-- "'"!!''• [-^iq- 

Nun durcbströme der galyanisehe Strom ein beliebiges Eaumpolygon, 
dessen eine Seite BC ist, während A der Anfangspunkt des Strom- 
elementes h bleibt. Für das sich an ABC anschliessende Dreieck sei 
«1 statt K, m^ statt m und F^ statt F gesetzt, u. s. w., so ist die 
Kraft V, mit der das ganze Polygon auf das Stromelement b wirkt, 
/ r ^ — 2ki' IQ \ b], 



(■^) 






Diese Gleichmig scbliesst folgenden wichtigen Satz ein: 

„Wenn eia beliebiger geschlossener Strom im Räume gegeben ist, 
so giebt es zu jedem Punkte A eine bestimmte Ebene, die man durch 
Ä gehend annehmen, und die Wirkungsebene des Stromes in Bezug 
auf den Punkt A nennen kann, und welche die Eigenschaft hat, dass 
jedes von A ausgehende Stromelement (6) erstens, wenn es auf dieser 
Ebene senkrecht steht, keine Einwirkung durch den Strom erfährt, 
zweitens, wenn es schräge darauf steht, dieselbe Wirkung erleidet wie 
seine (senkrechte) Projektion {\) auf diese Ebene erleiden würde, 
drittens, dass die Kraft, die es erfährt, in dieser Ebene liegt und auf 
der Projektion (öj) des Stromelementes und also auch auf diesem selbst 
senkrecht steht, und viertens dass, wenn g die Kraft ist, welche jenes 
(von A ausgehende) Stromelement (fe) in irgend eüier Lage erfährt, 
und sieb die Projektion (Öj) des Stromelementes auf die Wirkungs- 
ebene um irgend einen Winkel in dieser Ebene dreht, dann auch die 
Kraft g ohne ihren Werth zu verändern sich um denselben Winkel 
dreht." 

Diese Wirkungsebene ist, wenn der Strom ein Polygonsti'om im 
ßanme ist, aufs leichteste zu konstruiren. Denn sie ist parallel mit Q, 
und Q ist nach Formel (5) durch Addition der Fläcbenräume un- 
mittelbar zu finden. 

Viel bequemer als der hier eingeschlagene Weg wird die Methode, 
wenn man gleich von Anfang die geometrische Analysis einführt. Aber 
dann ist noch der Begriff des äusseren Produktes zweier Strecken ein- 
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ZTiführeii. Icli verstehe Jiämlicli unter dem äuBseren Produkt [ah\ 
zweier Strecken a und b den Fläehenraum des Parallelogramms, welehee 
64 a zur f Grundseite und h zur sich daran anschliessenden Seite hat. 
Dann ergiebt sich, was ich hier nicht nachweisen will, aus Formel (1) 
unmittelbar die Formel 

(2«) P = |i[™14], 

WO r, a, h die Strecken selbst darstellen, deren Längen wir oben mit 
r, a, b bezeichneten, und wo P die Kraft ihrer Grösse und Richtung 
nach ist. 

Setzen wir hier a = i'ds', wo wieder ds' zugleich die Richtung 
des Stromelementes ds darstellt und nehmen äs' als Element eines 
beliebigen geaehlossenen Stromes, so erhalten wir, wenn man die Inte- 
gration auf den ganzen geschlossenen Sti'om ausdehnt, 

(5 *) F = /«' [Q 1 J)\ , wo Q =ß=^ 

ist. 

Es hat hier wie übei-all nicht die nundeste SehwieUj,keit die 
Formeln der geometrischen Analysis nmnittelbai in die m d(,i Eegt-l 
sehr viel komplieirteren Formeln dei gewöhnlichen Anal\bia umiu 
setzen. Man hat zu dem Ende nur auf den drei gegeneininder senk 
rechten Koordinatenaxen drei Stieckeii mzunehmLn deieu Bichtungen 
die der positiven Äxen und deien Landen Eins sind, diese seien ei,Si,e^, 
sind dann Oj, Og, a^ die Kooidinaten einei Strecke a so hat man nui 
statt a zu setzen a^e^-\- a^e^-l- a^t^ Wendet m-m dies Yertahien 
bei jeder Strecke an und führt dann die Additionen und Multipli- 
kationen nach den gewöhnlichen Gesetzen der Algebra ans, nur dass 
man die Faktoren eines Produktes nicht ohne Weiteres Tertauscht und 
zasammenfasst, so bleiben in der Formel keine anderen Strecken übrig 
als %, Gg, ßg, deren Multiplikation, sei sie eine äussere oder innere, 
nach den Definitionen dieser Produkte auszuführen ist. In unserer 
Formel (5*) erhält man dann V zuletzt in der Form 

F=Fjei+ 7363+ 7363, 
wo dann V^, F^, Vg die gesuchten algebraischen Ausdrucke sind. 
Stettin, den 10. Januar 18T7. 
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Va. Selbstanzeige der Abhandlung: 
Zur Elektrodynamik. 

Koenigsbergers Repertorium Bd. 11, S. 3—4, Leipzig J879. 

Im Jahre 1845 hatte ich in Poggendorffs Annalen Bd. 64, S. Iff. 3 
jhier S. 147 ff. | für die Einwirkung eines unendlich kleinen elektrischen 
Stromtheiles anf einen andern eine Formel aufgestellt, welche Ton der 
Amperesehen wesentlich abweicht und sich durch ihre grossere Ein- 
fachheit ausKeichnet. Nun hat Herr Clausius kürzlieh eine neue, auf 
sicherer Grundlage ruhende Theorie der Elektro dpiamik in dem Journal 
für Mathematik Bd. 82, S. 85 ff. aufgestellt, aus welcher sich mir durch 
eine kurse Rechnung ei^ab, dass diese Theorie auf die gegenseitige 
Einwirkung unendlich kleiner elektrischer Stromtheiie angewandt genau 
dieselbe Formel ergab, welche ich 1845 als die muthmaaslich richtige 
aufgestellt hatte. 

Sind nämlich ÄJ^ und BB^ unendlich kleine Stücke elektrischer 
Ströme und i' und i ihre Intensitäten, und wird i'AÄ^ mit a, iSB^ 
mit fe, die aenki-echte Projektion von h auf die Ebene von ÄA^B mit 
hl, AB mit r und Winkel A^AB mit a bezeichnet, so ei^ab sich als 
Einwirkimg X des ersten Stromtheils auf den aweiten, abgesehen von 
einem konstanten Zahlfaktor, die Formel 



wie ich sie in Poggendorffs Annalen a. a. 0. aufgestellt habe. Hier 
liegt X senkrecht gegen h^ in der Ebene AA^^B. 

Ich habe nachgewiesen, dass die Formel aus der Clausiusschen 
Theorie mit Nothwendigkeit hervorgeht. Femer habe ich aus dieser 
Formel auf ganz elementare Weise die Wirkung abgeleitet, welche ein 
konstanter geschlossener Strom im Räume auf einen Stromtheil übt. 

Ich betrachte nämlich jenen geschlossenen Strom zunächst als ein 
durchströmtes Polygon. Ist BC irgend eine Seite desselben, i' die 
Intensität des Stromes und A der Anfangspunkt eines unendlich kleinen 
Stromtheiles, dessen senkrechte Projektion auf ABC gleich \ ist, so er- 
giebt sich die Wirkung v: 

__ 2rBi_sin^a 

WO K = /. BAC und m die von A nach BC gezogene Linie ist, welche 
den Winkel a halbiert. Die Richtung von » ist senkrecht auf ^}^^ in 
der Ebene ABC. Ist v■^^ die Wirkung der nächstfolgenden Seite des 
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Polygons, und so weiter, so wird die gesammte Wirkung V jenes 
Polygons 

i WO die Addition auf der rechten Seite die geometrische ist. Eine selir 
einfache, anf die Äuadelinungslelire gegi'findete Betraclitung ergiebt 
dann den sdlgemeinen Satz: 

„Wenn ein beliebiger geaehloeseaier Strom im Ranme gegeben ist, 
80 giebt es zu jedem Punkt Ä eine bestimmte Ebene, die man die 
Wirkungsebene des Stromes nennen kann, und welche die Eigenschaft 
hat, dass jedes durch A gehende Stromelement durch jenen Strom die- 
selbe Wirkung erfährt wie seine senkrechte Projektion auf die Wir- 
kungsebene, femer dass diese Wirkung in der Wirkungsebene senkrecht 
gegen das Stromelement erfolgt und ihrer Grösse nach unabhängig von 
der Richtung jener Projektion ist," 

Stettin. H. (irassmanii. 
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VI. 

Bemerkungen znr Theorie der Farbenempfindungen, sa 

Anhang*) zu W. Preyers Elementen der reinen Empfindungslehi-e, 
Jena, Verlftg von Hermann Dufft, 1877, 



Die einfachen Lichtempfin düngen sind Gebiete dritter Stufe nnd 
werden am vollkommensten dargestellt durch (imgleich intensive) Punkte 
einer Ebene; auch kann man die Intensitäten dieser Punkte durch 
Strecken, die in ihnen als Lothe auf der Ebene errichtet sind, sichtbar 
machen. Diese Eigenthümliclikeit der Lichtempfindungen, die ich in 
meiner Theorie der Farbenmischungen**) aufgesteUfc habe, ist auch 
von llelmholtz***) vollständig anerkannt. 

Bei der Intensität Null hört, wie überall, jede Qualität 
auf, Schwarz ist eben keine Qualität, sondern f das Null des s 
Lichtes. 

In der Qualität tritt erstens der Farbenton hervor in der Reihe: 



*) Der Anhang steht auf S. 85 — 9S des Werkes und iat bezeichnet ala: 
„Briefliche Mittheiluug an den Verfasser von Professor Dr. H. Graaamann in 
Stettin." Preyer sagt in einer Anmerkung nnterm. Texte: 

Professor Graasmann tatte die Güte, nachdem ich im Frühjahr 1876 ihm 
meine Anwendungen seiner Auadehnnugalehre auf die Empflndiuigen miigetheilt 
hatte, in einem aneführlichen Schreiben mir anzugeben, worin er beistimmt, worin 
nicht. Namentlich seine Daratellimg der Mannigfaltigkeit der Parbenempflndnng 
weicht von der meinigen durehanB ab. Einige seiner Bemerkungen darüber füge 
ich zum Vergleich meiner Arbeit bei, Prof. Grassmann nimmt für die einfache 
reine Farbenempfindnng drei TJrvariable an, Intensität, Ton und Sättigung, ich 
nur zwei, indem ich an zeigen versuchte, daaa, wenn Intensität und Ton gegeben 
sind, die Sättigung zugleich mitgegeben ist. Prof. Grassmanns Daratellung 
paest vortrefflich anf die Mischung olbjektiver Farben, und znm Theil auch au 
dem, was ich von der Empfindung des Kontrastes als eines MultiplikatJonsftktea 
im wahrnehmenden Subjekte aufgOBteilt habe. 

**) PoggendorfTa Annale« 89, Bd, 1863 {hier 8. 161—173 j , 
***) Handbuch der phyaiologiaclien Optik, 8, 281 ff. 
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Roth, Gelb, Grün, Blau, Violett, was eich wieder an Roth anschliesst 
(Braun ist nur ein wenig intensives Roth), und zweitens die Aus- 
gleichung der Farhendifferenzen (sei es durch Vermischung entgegen- 
gesetzter, das heisst eomplementärer Farben, sei es durch Abnehmen 
oder Aufhören des Unterscheidungsyermögcns für die Farbenverschiedeu- 
heit). Durch vollständige Ausgleichung entgegengesetzter Farben ent- 
steht das farblose Licht (Grau, Weiss). 

Femer. Grün lässt sich wohl als Farben-Mitte, das heisst als 
Mittel zwischen der tiefsten und höchsten Farbenempfindung auffassen. 
Der Nullpunkt der Farbeneropfindang tritt aber in der Em- 
pfindung dos farblosen Lichtes, sowie in der des gänzlichen 
Lichtmangels hervor, also in der Reihe: Schwarz, Grau, Weiss 
mit ihren Abstufungen. Daraus folgt aber sogleich der Be- 
griff der negativen Farben, Nämlich zu jeder Farbe muas 
die entsprechende negative die sein, welche zu ihr addirt, das 
heisst mit ihr vermischt. Weiss giebt, das heisst die Com- 
plementärfarhe. Es sind also die Complementärfarben durch 
entgegengesetzte (aber gleich lange) Strecken der Ebene an- 
schaulich darstellbar. 

Ausser jenem Null der Farbe, das heisst dem farblosen 
Lichte, giebt es aber auf dem Gebiete der Lichtempfindungen 
noch ein zweites von jenem und vom Null der gesammten 
Intensität verschiedenes Null, das ist eben das Null des farb- 
losen Lichtes. 

Eine Farbe, welcher kein farbloses Licht beigemischt ist, 
heisst eine gesättigte. Objektiv wird diese Sättigung erreicht durch 
die reinen prismatischen Farben. Allein da wir diese nicht unmittelbar 
wahrnehmen, sondern nur durch das Medium des Auges, in diesem 
aber durch eine grosse Reihe sekundärer Vorgänge (Brechung, Zurück- 
werfung, Absorption, Fluorescenz) das dem Auge zugesandte Licht 
vielfache objektive Aendenmg erleidet, ehe es au den Nervenenden, 
welche die Empfindung aufnehmen, gelangt, so ist es wahrscheinlich, 
dass wir die Empfindung gesättigten Lichtes nur annäherungsweise er- 
fahren, also das Null des farblosen Lichtes in der Empfindung nicht 
vollkommen erreicht wird, am vollkommensten wohl, wenn die durch 
Blicken auf ein sehr helles farbiges Lieht hierfür abgestumpfte Stelle 
der Netzhaut nun nach Erlöschen jenes Eindrucks durch Hinblicken auf 
eine möglichst gesättigte Complementärfarbe, diese empfängt, also in 
den sogenannten negativen Nachbildern. 
87 Die Aenderung der Qualität bei der Steigerung einer Farbe ist 

ein sekundärer Vorgang, der eines Theils in einer objektiven Ver- 
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; des LicHtes durch Brechung, Zurückwerfung, Absorption und 
Pluoreseenz im Auge selbst besteht, ehe noch das Lieht die Empfiii- 
dungsorgane erreicht, andern Theils auf einer subjektiv sehr Texsehie- 
denen und bisher noch sehr wenig erforschten Unempfänglichkeii der 
Nerven flir Farben- und Intensitätsunterschiede, auf einer relativen 
Farbenblindheit beruht. 

So viel scheint sicher, dass diese Erscheinungen nur sekundärer, 
zum Theil subjektiver Art sind. 

Dagegen bewegen wir uns in der Theorie der Farbenniisehung 
auf einem sicheren, den objektiven Erscheinungen überall Rechnung 
tragenden Gebiet, und muss dies daher die Grundlage für die Theorie 
der reinen Lichtempfindungen sein. Zunächst erhalten wir da- 
durch einen, und zwar den einzigen aus blosser Lichtempfindung ab- 
leitbaren, festen Maassstab für die Bestimmung der gleichen Intensität 
verschiedener Farben. 

Mischt man zum Beispiel Gelb von der Wellenlänge 567,1 mmm 
(mmm bedeutet Millionstel Meter) mit Indigo von 472,6 mmm, und 
zwar in dem Intenaitätsverh'altnisse, dass sie farbloses Lieht geben, so 
haben wir diese beiden Intensitäten (nach dem Obigen) als gleich 
gross anzusehen, und sie erweisen sich auch objektiv (wenn man die 
Lichtstärke nach Helmholtz durch die bei der Absorption entstehende 
Wärme bestimmt) als gleich, und bleiben es auch, wenn man die 
beiden Intensitäten in beliebigem, aber gleichem Verhältnisse ändert; 
denn wäre letzteres nicht der Fall, so müsste man dm-ch Vermischung 
zweier faibloser Lichter farbiges erzeugen können, was unmöglich ist. 
Betrachte ich nun eine dritte Farbe, etwa Goldgelb von 585,2 und 
das complementäre Cyanblau von 485,4 mmm, und bestimme ihre 
Intensitäten so, dass sie beide zusammengemischt ebensoviel Weiss 
geben, wie vorher Gelb und Indigo, so haben wir vier Farben, die als 
intensiv gleich zu betrachten sind. Dass sie auch objektiv gleich sein 
müssen, folgt aus dem Satze (Helmholtz S. 309); „Wenn Licht aus 
verschiedener Quelle zusammentrifft, so wird die Gesammtinten sität 
gleich der Summe der einzelnen Intensitäten" (vergl, meine Abhand- 
lung*) S. 82). Denn da nun in beiden Mischungen die Summen der 
Intensitäten gleich sind, und die beiden Intensitäten, aus denen jede 
dieser Summen entsteht, so müssen alle vier so bestimmten Farben 
objektiv f gleiche Intensitäten haben. 8 

So ifanu man für alle Spektralfarben, die eine Complementärfarbe 
besitzen, ihre gleiche Intensität nachweisen, und also auch die Ver- 

*) Poggendorffä Annalea 89, Band. 1853. (Hiei- S. 171,1 
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hältnisso ihrer Intensität. Für Griin kann man dann die gleiehe Inten- 
sität objektiv bestimmen. So würde man schon einen Farbenkreis 
erkalten, an dem nur diejenigen Farben fehlen wiii-den, die im Spektnim 
zu fehlen acbeinen, nämlich Pnrpur mit seinen Abstufungen. 

Aber ich glaube, dasa auch diese Lücke nur eine scheinbai-e ist. 
Setzt man das äusserste Koth von 812,5 mmni mit dem Violett von 
406,2 also mit seiner Octave zusammen, so entsteht ein Roth, was 
einen ebenso gesättigten Eindruck macht wie die anderen Spektral- 
farben; wenn man jenes Violett recht dunkel nimmt, so geht es (nach 
Helmholtz) in Rosaroth, also, abgesehen von dem durch Fluoreseenz 
beigemischten Weiss, in Purpur über, und ich glaube, dass diese beiden 
um eine Octave verschiedenen Farben, wenn man die sekmidären Ein- 
flüsse entfernen konnte, denselben Eindruck hervorrufen, und also in 
ihrer Verbindung eine gesättigte Farbe gleich denen des Prisma geben 
müssen. Aber auch abgesehen davon lässt sich jene, jedenfalls nur 
sehr geringe Lücke annäheiiingBweise herstellen und dadurch der 
Farbenkreis vollenden. 

Aber die Stellung der Farben in diesem Kreise ist dadurch noch 
nicht festgestellt. Um sie festaustellen ist zuerst festzuhalten, dass jede 
Lichtempfindung sich (Helmholtz S. 282, Z. 3 — 7, meine Abh. S. 71, 
Z. 1—3 j hier S. 162, Z. 15 — 13 v. u. } ) durch Mischung einer gewissen 
Intensität farblosen Lichtes mit einer gewissen Intensität einer gesättigten 
(Spektral-)Farbe darstellen lässt, und die Summe dieser beiden Intensi- 
täten die gesammte Intensität der Lichtempfindung ist. Ich habe in dieser 
Mischung die Intensität des farblosen (weissen) Lichtes die Intensität 
des beigemischten Weiss, und die Intensität jener homogenen Farbe 
die Farbenintensität der Lichtempfindui^ genannt. Durch den Farben- 
ton und diese beiden Intensitäten ist dann die Lichtempfindung genau 
bestimmt. 

Aber es ist noch eine (formelle) Bestimmung Über die Abweichung 
zweier homogener Farben zu machen; ich sage zwei homogene, gleich 
intensive Farben weichen um denselben Winkel von einander ab, wie 
zwei andere gleich intensive, wenn die beiden ersten mit einander ver- 
miseht, dieselbe Intensität farblosen (weissen) Lichtes liefern, wie die 
beiden letzten Durch diese Bestimmung ist, wenn man noch hinzu- 
nimmt, dass zwei gleiche intensive homogene Farben den mittleren 
Farbenton geben, nun auch die Vertheilung der Farben auf dem Parben- 
kreise genau bestimmt. 
89 Nehmen wir zunächst wieder die beiden obigen f Complementär- 

faiben Gelb und Indigo (deren Winkel, da sie entgegengesetzt sind, 
ISU" betidgt) Nun wird es zum Beispiel in der Farbenreihe, die von 
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iven Punkte, 



Gelb durch Gfrün zu Indigo üborgeiit eme homogpne Fiilie ge))en, die 
von dem Gelb unter demselben Wmkel abweicht wie Ton dem com 
plementären Indigo, also nm den Winkel von "^O" und die man daher 
die zu jener normale Farbe nennen kann Wird Golb etwi mit u, die 
complementäre also mit —ff bezeiehntt, so kum die noimale mit 
beiden gleich intensive mit »y — 1 =«( bizeichnet weiden und mau 
kann nun ähnliche Methoden wie di Ihrigen fiii die weiteten F<lge 
mngen anwenden. 

Namentlich kann man den Haupttatz dei Faibenmi&chung (meine 
Abb. S. 83 {hier S. 172f.}) ableiten, wonach, wenn man jede Farben 
empflndung durch einen intensiven (echweien) Punkt aA darstellt, 
dessen Richtung vom Centrum f des Faibenkieise^ den Faibentm, 
dessen Intensität « die Gresammtintensität, dessen 
Entfernung (CA) vom Centrum mit a multiplicirt 
die Farbenintensität, und dessen Entfernung (AB) 
von der Peripherie mit a multiplicirt also die In- 
tensität des beigemischten Weiss darstellt, voraus- 
gesetzt, dass der Hadius CB seiner Länge nach 
= 1 gesetzt wird, dann die Mischung zweier Licht- 
empflndungen durch die {baryeentrischG) Summe der i: 
welche diese beiden Lichtempfindungen darstellen, dargestellt wird. 

Hierbei ist vor allen Dingen zu merken, dass hier nicht etwa 
bloss ein Vergleich mit der Planimetrie gegeben wird, sondern man 
hat es überaU nur mit der abstrakten Grundlage der Planimetrie zu 
thun, die hier in den Lichtempflndungen ebenso ursprünglich hervor- 
tritt wie in der Planimetrie selbst. Die aus der Planimetrie ent- 
nommenen Ausdrücke sind hier nur, weil sie allgemein bekannt sind, 
auf unsere Wissenschaft übertragen. 

Die Ableitung dieses Satzes auf dem hier begonnsoien Wege ist 
interessant, aber sehr weitläufig. Ich gebe ein Beispiel. Es sei A 
eine homogene Farbe mit der Intensität 1, A' die ^ 

Complementärfarbe, B die gegen beide normale 
mit der Intensität 1; gesucht sei die Mischung. 
Ihr Farbenton wird von A und B gleich weit ab- 
weichen, also um den Winkel von 45", dieser 
sei C, ebenso sei D der Farbenton der Mischung 
von B und A', also der Winkel CD ein rechter. 
Nun sei für die Mischung von A f und B die 
Intensität des beigemischten Weiss y und die Farbenintensität x, das b 

A -i- B = xG -{- yw, 
wenn w das Weiss von der Intensität 1 bedeutet, und ebenso 
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A' + B ^ xD + yw, 
wo übrigens a: -|- y = 2, also 

A-^Ä'+2B= x{C + ü) + 2yw, 
oder da Ä -\- A' = 2w ist, 

2B + 2tv = x{C + D) -f 2yw. 
Nim ist aber C zu D normal und zwischen ihnen in der Mitte liegt 
B, also 

C + D^xB + y,«, 
also 

2 JJ + 2i(. = x{xB + ;/«>) + 21,*. 
= x'B + (x + 2)yw. 
Daraus folgt x^ = 2, a; = y2, also «/ = 2 — "|/2. Nennt man B den 
Schneidepuntt von AB mit OC, so ist 0E= |-l/2; dies mit der Ge- 
sammtintensitäfc 2 multiplicirt, sollte, wenn der Hauptsatz gut, die 
Parbenintensität x liefern, was stimmt; ebenso ist EG ^1 — aV^j ^^^ 
mit 2 multiplicirt 2EC=2 —^ß = y. 

Es ist der auf diesem Wege geführte Beweis viel weitläutiger und 
auch lange nicht so streng als der in metner Abhandlung gegebene. 
Aber dieser muss bedeutende begriffliche Schwierigkeiten haben, da 
ihn aiieh Helmholtz nicht ganz verstanden hat. 

Es ist dort von einer an sich beliebigen homogenen Farbe in 
einer beliebigen Farbenintonsität, die = 1 geseilt wird, ausgegangen 
(Gfelb), dann die Complementärfarbe (Indigo) bestimmt und ihre Inten- 
sität, sofern sie mit jener farbloses Licht liefert, gleichfalls 1 gesetzt. 
Dann ist die homogene Farbe bestimmt, welche zu jenem Gelb ge- 
mischt, ebensoviel farbloses Liebt liefert, wie mit jenem Indigo, das 
heisst die zu beiden nonnale homogene Farbe; ihre Intensität ist so 
bestimmt, dass sie mit ihrer Complementärfarbe ebenso viel Weiss 
liefert, wie die obigen Gelb und Indigo. Dies sei ein bestimmtes Grün. 
Dann sind hierdurch zwei genau deflnirte Einheiten (Gelb und Grün) 
gewonnen, welche zuimchst benutzt werden, um die Farbenintensitäten 
ihrer Mischungen darzustellen. 

Da der Begriff der Intensität verschiedener homogener Farben 
erst durch die Mischung festgesteUi werden soll, so tann man, wenn 
der Kürze wegen jenes Gelb mit A, jenes Ginin mit B, und das Weiss, 
dessen Intensität = 1 ist, mit bezeichnet wird, für die Farben- 
intensität der Mischung aA (Gelb mit der Intensität a und wenn « 
negativ ^ — a' ist, Indigo mit der Intensität k') und (3S, wo k : /5 
31 ein beliebiges Verlüiltniss haben, festsetzen, dass sie gleich f der Strecke 
aOA-\- ßOB, [das heisst a{A — 0) -f ß{B — 0)] sein soU, und die 
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Richtung dieser Strecke {alles im Sbrne der Aiisdebmmgslebie) den 
Farbentoa darstellen soll. (Äucb hätte inaiiO.^=' 1 und OB = i=^"|/ — 1 
setzen kÖnneii, ohne dadurch freilich etwas zu gewinnen.) 

Hieraus folgt nun das oben aufgestellte Gesetz der Farbemnischung 
ganz wie in meiner Abhandlung vermittelst der auch von Helmholtz 
anerkannten Sätze aufs aUeretr engste. Auch folgt nun aus diesem 
Hauptgesefcze sogleich, dass, wenn man eine beliebige andere Fai-be 
statt des Gelb zu Grunde legt, ganz dieselben Resultate hervorgehen, 
dass ferner jede homogene Farbe von der Intensität 1 mit ihrer com- 
plementUren ebenso viel Weiss giebt, wie jede andere solche mit ihrer 
complemenfcären, femer dass es gleichgültig ist, welche Intensität man 
1 setzt. Kurz, es ist hier alles in vollster Harmonie, und muss diese 
Theorie ebenso die Grundlage für die Theorie der Farbeuempfindungen 
sein, wie die Addition für die Ausdehnun^lehre. 

Was nun die Multiplikation betrifft, so beruht die Multiplikation 
mit einer Zahl, das heisst die Vervielfachui^, zunächst auf einem 
wiederholten Additionsprocess. Ist A irgend eine Empfindung, so sind 
Ä, A -\- Ä = 2A, ^A + ^ = 3^, . . . Empfindungen, die qualitativ 
gleich sind, und sich intensiv wie 1:2:3,... verhalten; setzt man 
nun irgend eine dieser Intensitäten 1, so erhält man die Intensitäten 
als Brüche, und sotat man A unendlich klein, so erhält man die Inten- 
sitäten in stetiger Form. 

Diese Multiplikation wiederholt sich natürlich auf allen Empfin- 
dungsgebieten. Ihr tritt eine zweifache Division gegenüber, nämlich 
die Division durch eine Zahl, oder Theilung, die aber auch durch 
Multiplikation mit einem Bruch ersetzt werden kann, und zweitens die 
Division zweier qualitativ gleicher Empfindungen durcheinander, deren 
Resultat eine Zahl ist, welche das Verhältniss der Intensitäten darstellt. 
Die Zahl ist eine Grösse nuUter Stufe. Ausser ihr giebt es aber 
noch in Gebieten von höherer als erster Stufe andere Grössen nullter 
Stufe, welche ich in meiner Ausdehnungslehre 1862 | Ges. Werke 1,2} 
ausführlich behandelt habe, und welche besonders für die durch Strecken 
darstellbaren Farhenintensitäten von Interesse sind. Im Allgemeinen 
ist solche Gi-össe nullter Stufe dadureh bestimmt, dass festgesetzt wird, 
in welche andere Grösse jede Grösse des betrachteten Gebietes sieh 
durch Multiplikation mit einer solchen Grösse nullter Stufe verwandelt. 
Da für sie wie für jede Multiplikation das Beziehungsgeseta (das 
distributive Princip) gilt, so ist für ein Gebiet w-ter Stufe nur festzu- 
setzen, in welche Grössen sieh die n Einheiten des f Gebietes durch B2 
jene Multiplikation verwandeln. 

Für das Streckengebiet zweiter und dritter Stufe büdeu die 
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Hamiltons ehen Quatemionen einen besonderen Fall dieser Gros seil 
nuLLter Stufe. Für die Farbenintensifäten, welche ein Streckengebiet 
zweiter Stufe bilden, aind die HamÜtonschen Quatemionen solche 
Grössen nullter Stufe, welche zwei Strecken (die nicht parallel siud), 
und also auch alle Strecken um gleiche Winkel ändern und ausserdem 
noch mit einer Zahl multipicirt sein können. So zum Beispiel drückt 
atf", wo a eine homogene Farbe, a einen Winkel darstellt, eine andere 
homogene Farbe von gleicher Intensität aus, die Yon jener um den 
Winkel k abweicht. Die Division mit e"" gleich Multiplikation mite"'". 
Aber auch die corabiuatorisehe (auf ein Gebiet bezügliche) Multi- 
plikation tritt auf dem Gebiete der Lichtempfindungen (als einem 
Elementargebiete dritter Stufe) io qualitativer Beziehung sehr leicht 
und einfach hervor. Sind zum Beispiel a, und h zwei Lichtempfln- 
dimgen, so drückt das eombinatorisehe Produkt {ab] qualitativ das 
Gebiet der Geraden ah, das heisst die Giesammtheit aller Lichtempfin- 
dungen aus, welche sieh aus a und 6 numerisch ableiten lassen (näm- 
lich durch positive Zahlen für die zwischen a und h liegenden, durch 
entgegengesetzte für die ausserhalb liegenden, und wenn sie ausserhalb 
des Farbenkreises zu liegen kommen, so hat man ideelle Lichtgebilde, 
denen keine reelle Empfindung entspricht); das heisst, wenn auch c 
und ä zwei Liehtempfindungen sind, so ist [ai] ijuahtativ gleich \cd\, 
in Formeln [a6]^[c(:r|, dann und nur dann, wenn die beiden Gebiete 
zusammenfallen, oder wenn beide Produkte nuU sind. Aber [«6] ist 
nur null, wenn a^^h (qualitativ gleich 6) ist. 

Zweitens wenn [m6] und [cd] qualitativ verschieden (und keins 
derselben null ist), so drückt das Produkt [ah. cd'] qualitativ die 
Lichtempflndung (reelle oder ideeUe) aus, welche beiden Gebieten ge- 
meinsam ist, das heisst, welche sich sowohl aus a und fc als auch aus 
c und ä numerisch ableiten lässt; giebt es aber keine beiden Gebieten 
gemeinsame reelle oder ideeUe Empfindung, so heissen die Gebiete 
parallel imd das Produkt \ah . cd] stellt dann qualitativ eine Strecke, 
dass heisst die Differenz zweier gleich intensiver Liehtempfindungen 
dar [Ausdehnungslehre 1862, Nr. 289 u. 290 { Ges. Werke I, 2, S. 186 } ]. 
Es war bisher der Werth der Produkte [ah] und [ab . cd] nur 
qualitatiT betrachtet; will man auch ihren quantitativen Werth haben, 
so muss man auf eine neue Empfindung, die des Kontrastes eingehen, 
33 welche schon aus dem Bereich der bisher betrachteten f einfachen 
reinen Empfindungen in das der combinirten hinüber schweift. Doch 
sind diese noch eher einer rein wissenschaftlichen Betrachtung fähig, 
als zum Beispiel die scheinbare Aendeiung der Farbenqualität bei ver- 
änderter Intensität, wozu es noch an jeder sicheren wissenschaftlichen 
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fehlt, und Gewolinnug Eimutlui]^ nebst den noch nicht hm 
eimittelten objektiven A'^oi^an^en im Innern des Auges vuu 
Einflüsse sind 

Will man nun das Piadukt [«?>] als Kontrast der Lichtempfiu 
dangen a und h auflassen, so muss mm den Begrill des Kontrastes 
emsohr inken und dem Begiiflc jenes Pioduktes id'iquat ge&talttn Di 
das Piodukt [fld] null ist, wenn a und h qualitativ gleich sind, so ist 
dei Gegensatz vjn kell und dunkel ganz aus dem Begnffsbereiche 
dieses Kontrastes zu \eibiimen, und für die&en BegiifP eine veiuchie 
dene Quabtat von a und h als nothwendige Bedingung festzuhalten 
Sind ß und h z^ei Lithtempfindangen von ^lenher Intensität 1, so 
sfcpUt [o'>] den Konstrast h — a dir aui dem Gebiete «6 m dei Alt 
dass wenn a, h, c, d von gleicher Intensität sind [ab] = [c(i] dann 
und nur dann ist, wenn [a6] £E [cd] (siehe oben) und ausserdem 
a — h = c — d ist. Wachsen die Faktoren a und h ihrer Intensität 
nach und zwar a im Verhältnis 1 : x und h im Verhältnias 1 -.y, so 
wächst [ab] im Verhältnisse 1 : xy. 

Ob aber der so aufgefasste Kontrast für das Gebiet der Empfin- 
dung eine wesentKche Bedeutung habe, ist mir sehr zweifelhaft. Haupt- 
sache seheint hier der qualitative Koatrfwt von gleich intensiven Em- 
pfindungen. 
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Hemiiinii Orassmaiin. 



Wiedeiuanns Amialen der Ptysik und Chemie, Bd. I, Heft i 
gesctlossen 3. August 1877. 



)e Seit dem Jahre 1832, wo in Poggendorfi's Amialen SXIV, p. 397 
die "bahnfeechende Arbeit you Roliert Willis, „lieber Vokaltöne imd 
Zungenpfeifen" ersebiea, bin icb unausgesetzt bemüht gewesen, die 
Theorie der Vokallaute und der Sprachlante überhaupt auszubilden 
und fest zu begründen. 

Unmittelbar trat mir aus jener Arbeit der Mangel entgegen, daaa 
Willis nur eine Reihe von Vokalen, nämlich M, o, a, e, i aufgefunden 
haben wollte, während doch die Vokale ebenso wie die Farben nur 
durch Vertheiiung auf einer Fläche vollständig dargestellt werden 
können. Und bei der Wiederholung der Versuche ergab sich, dass der 
mittlere jener Vokaltöne von dem Charakter des a, sehr weit ver- 
schieden war, und es darauf ankam, diesen Chai'akter festzustellen. 
Aus den Versuchen von Willis folgte, dass das den Vokal bestimmende 
ein höherer, mit dem Grimdtone zugleich leise erklingender Ton sei, 
der mit jenem verschmelzend eben den Eindruck des Vokales hervor- 
rief. Diese höheren Töne raussteu sich also auch hei dem Aussprechen 
eines Vokales bei gehöriger Achtsamkeit vernehmen lassen. Es gelang 
dies so vollständig, dass ich auf diese Beobachtungen eine volktändige 
Theorie der Vokaltöne gründen konnte, welche allen billigen Anfor- 
derungen, die man an eine solche Theorie stellen kann, genügte. 

Die Grundzüge dieser Theorie habe ich im Jahre 1854 im Pro- 
gramme des Stettiner G-ymnasiums am Schlüsse eines hauptsächlich 
für meine Schüler bestimmten Leitfadens der Akustik veröffentlicht. 
Es beisst darin (p. 14 {hier S. 188}) wörtUeh: „Die Stimmbänder setzen 
zugleich die in der Mundhöhle befindliehe Luft in Schwingungen; es 
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ilien dadurch leise Nebentöne, welche je nach der Form, die man 
der Mundhöhle giebt, verschieden ausfallen, und welche der Reihe der 
harmonischen f Töne angehören, die den Ton der Stimmhänder zum 607 
Grundton hat. Auf diese Weise entstehen die Vokale. Ein auf- 
merksames Ohr hört leicht beim Uebergange von ti durch ü 
zu i eine Reihe leiser harmonischer Nebentöne, welche vom 
zweigestrichenen c bis zum fünfgestriehenen c fortschreiten 
können, und welche man bei denselben Mundstellungen auch 
für sich hervorbringen kann. Beim Vokale a klingt eine 
ganze Reihe der harmonischen Nebentöne mit, welche das 
Ohr in der Regel noch bis zur vierten Oktave vom Grundtone 
aus wahrnehmen kann, so dass also bei dem a ein voller 
Akkord von Nebentönen mitklingt. Hierdurch ist zugleich 
der Uebergang von a durch o zu m, sowie der von a durch e 
zu i, oder durch ö zu ü erklärt." 

Diese Stelle in meinem Programm, in welcher unter der Reihe 
der harmonischen Nehentöne die jetzt in der Regel als ObertÖne oder 
Partialtöne bezeichneten Töne verstanden sind, ist, obwohl sie eine 
vollständige Theorie der Vokaltöne, an der es bia jetzt noch fehlte, in 
sich achliesst, gänzlich unbeachtet geblieben. 

Fünf Jahre später trat Hr. Helmholtz (Gelehrte Anzeigen d. k. 
bajr. Akad. der Wiss. 18. Juni 1859) mit einer Reihe wichtiger Ver- 
suche über Vokaltöne hervor, in denen er theils gegebene Vokaltöne 
in ihre einfachen Elemente aufzulösen versuchte, theils einfache Töne 
zusammensetzte, um aus ihnen Vokale zu bilden. Doch waren die 
Versuche nicht zahlreich und schlagend genug, um daraus auch nur 
annähernd eine Theorie der Vokaltöne ableiten zu können. Diese Ver- 
suche hat er dann in seinem berühmten Werke „Die Lehre von den 
Tonempfindungen, Braunschweig 186B" anm Theil ergänzt, ohne jedoch 
auch hieraus eine wirkliche Theorie der Vokaltöne ableiten zu können. 
Als Resultat seiner Beobachtungen giebt Helmholtz an, dass in 
der Reihe der Vokale m, o, a nur je ein charakteristischer, das heisst 
stärker als alle übrigen f hervortretender Partialton sich vernehmen 60! 
lasse, der von f bis \ (zweigestrichenes 6) oder bei hellerer Aus- 
sprache des a bis d^ aufsteige. Bei den übrigen Vokalen treten nach 
ihm zwei charakteristische Töne hervor, welche beim i das grösste 
Intervall (von f bis ü^ von beinahe vier Oktaven mit einander bilden. 
Der Uebergang von einem Vokale der Reihe m, ö, a nach i hin 
muss also nach ihm in der Ai-t stattfinden, dass der eine charakteri- 
stische Ton jener Reihe sich in zwei solche Töne spaltet, deren Diver- 
genz immer grösser wird, je mehr sich bei diesem TJebei^ange der 
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Vokal dem i naheit. Abe-r in welcher Weise diese Spaltung stattfindet 
und sich bei verachiedenen Grundtönen gestaltet, ist aus seinen Beob- 
achtungen weder zu selüiessen noch auch zu errathen, und es bleibt 
daher die Theorie lückenhaft. 

Aber noch mehr, die ganze Grundlage, auf welcher dieser Bau 
derVotaltöne von Helmholtz aufgeführt wird, ist fehlerhaft und taitt 
mit anderen Behauptungen desselben in Widerspruch, So zum Beispiel 
sagt Helmholtz p. 165 seiner Lehre von den Touempflndungen, ds£s 
bei den Klängen des menschlichen Kehlkopfes wohl die Obertöne ihrer 
Stärke nach mit steigender Höhe kontinuirlich abnehmen würden, wenn 
wir sie ohne Resonanz der Mundhöhle beobachten könnten; und fügt 
hinzu, dass die Obertöne dieser Annahme ziemlich gut bei denjenigen 
Vokalen entsprechen, welche mit trichterförmiger, weit geöffneter Mund- 
hohle gesprochen werden, nämlich beim scharfen Ä oder Ä. Dies 
muss namentlich für das A gelten, da beim Ä schon eine Verengerung 
der Mundhöhlung eintritt. Ja, wir können sagen, dass mit dieser freien 
Entfaltui^ der durch die Schwingungen der Stimmbänder erzeugten 
Obertöne das Ä seinem Wesen nach charakterisirt ist. 

Ebenso irrig wie die obige Auffassung des Vokales a ist die An- 
sicht, daes zur Erzeugung des ü oder i ausser dem höheren charakte- 
ristischen Oberton noch ein zweiter tieferer erforderlich sei. Im Gegen- 
theüe khngen ü und i um so schöner und reiner, je mehr dieser tiefere 
BOSTon schwindet, welcher dem sausenden Geräusche, f welches sich leicht 
den stark gesungenen Tönen beimischt und dieselben rauh und unschön 
macht, seinen Ursprung verdankt. 

Es würden sich aUe solche Differenzen in der Beui-theilung von 
Klängen und Geränschen auf's leichteste ausgleichen lassen, wenn wir 
für die Zerlegung derselben in ihre einfachen Töne (mit pendelai-tigen 
Schwingungen) einen so zuverlässigen Apparat besässen, wie uns das 
Prisma oder das Interferenzgitter tÜr die Zerlegung der Gesichtaein- 
drücke liefert. Denn auch die Resonatoren leisten dies bis jetzt nur 
in höchst unvollkommener und, wie ich unten zeigen werde, wenig 
zuverlässiger Weise. Dagegen zeigt das menschliche Ohr eine ausser- 
ordentliche Fähigkeit, diese einfachen Töne zu empfinden, und hei 
einiger, richtig geleiteter Uebung auch deutlich von einander zu unter- 
scheiden. Ja es übertrifft in dieser Beziehung, wenn nicht ein zu 
grosses Gtewirr von Tönen aufzulösen ist, an Zuverlässigkeit bis jetzt 
aUe künstlichen Hülfsapparate, und ich gründe daher meine Theorie 
vorzugsweise auf die unmittelbare Wahrnehmimg durch das Ohr. Diese 
Wahrnehmungen sind aber keineswegs bloss subjektive, sondern lassen 
sich ohne Hülfsapparate einer ganzen Zuhörerschaft objektiv darstellen. 
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Hier])ei darf ich jedocli eine Schwierigkeit nicht imerwUlint lassen. 
Wir Deutsche sind gewohnt, die gesungenen und gesprochenen Votale 
mit einem hauchenden Geräusche zu hegleiten, welches dadurch ent- 
steht, dasB wir durch die Stimmritze mehr Luft hindurchgehen lassen, 
als zu den stärkeren oder schwächeren Schwingungen der Stimmbänder 
erforderlieh ist. Dadurch hekommt der Vokal etwas rauhes, sausendes, 
was den reinen Eindruck desselben stört und Gesang und Rede beson- 
ders in einiger Entfernung undeutlich macht. Es ist unter uns Deut- 
schen selten jemand, der diesen Fehler nicht von voroherein an sich 
trüge; und die Gesanglehrer haben zur Beseitigung desselben meist 
eine mühsame und andauernde Thätigkeit nöthig. Es ist dies sausende 
Geräusch in gewisser Weise der Friction eines Maschinenwerkes zu 
Tergleichen, welche die Kraft der f Maschine hemmt und zugleich ihre 010 
Theile aehneller aufreibt. Am meisten ist man hei Ueberanstrengung 
der Stimme, oder in affektvoller Rede zu solchem störenden Hauchen 
oder Blasen geneigt, kann sich aber auch in ruhigem Gesänge oder 
feierlicher Rede schwer davon frei halten, wenn man nicht sich die 
Aufgabe gestellt hat, die Stimme davon zu reinigen. 

Ich b^chränke mich in der folgenden Darstellung streng auf die 
akustische Seite, und verweise in Bezug auf die physiologische Seite 
der Sprachlaute auf das treffliche Buch von E, Sievers „Grundzüge 
der Lautphysiologie, Leipzig 1876", welches durchweg auf eigenen 
Beobachtungen beruht, aber auch die Beobachtungen anderer in ge- 
bührender Weise berücksichtigt und der Prüfung unterzieht. 

§ 1. Die Vokale der Eeihe u, ü, i. 

Unter allen Vokalen sind die der Reihe u, il, i am leichtesten 
akustisch festzustellen. Sie sind zugleich in ausgezeichnetem Maasse 
geeignet, das Ohr für das Wahrnehmen der hei diesen Vokalen mit- 
klingenden Ohertöne zu üben. Und es ist daher anzurathen, dass man 
nicht eher zur Untersuchung anderer Vokale übergeht, als bis man 
mit grÖsster Leichtigkeit die Obertöne dieser Vokalxeihe wahrzunehmen 
gelernt hat. 

Schon die einfachen Töne, wie sie durch Stimmgabeln, welche vor 
gleichgestimmten bauchigen Gläsern schwingen, oder auch durch blosses 
Anblasen solcher bauchigen Gläser hervorgebracht werden, zeigen aufs 
entschiedenste den Charakter dieser Reihe, nämlich die tieferen Töne 
bis etwa zu Cj (dem dreigestrichen c) hinauf den Charakter eines in 
der Tiefe dumpfen, dann immer heller werdenden, zuletzt dem ü sich 
jmhemden m, von Cg bis etwa zu e^ den Charakter des ü, von da ab 
bis zu beliebiger Höhe den des i. Denselben Charakter zeigen höchst 
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deutlich die Töne, welche man durch Pfeifen mit dem Munde hervor- 
bringen kann, und welche bei geschickten Pfeifern von Oj bis a^ gehen 
Giiund nach der Reihe den Charakter des u, ü und erat in hSchstey Höhe 
den des i zeigen. 

Höher hinauf gelingt ee selten mehr, vollkommene Pfeiftöne hervor- 
zubringen; es entstehen dort Geräusche, die sieh aber um sehr hohe, 
leicht erkennbare Töne bis c^ und hoher hinauf gruppiren und den 
Charakter dea i geben. Flüstert man die Vokale dieser Reihe u, ü, i, 
so entstehen Geräusche, die den entsprechenden Pfeiftönen sehr nahe 
liegen. Es besteht jeder dieser geflüsterten Vokale aus einer Reihe 
sehr nahe aneinanderliegender unharmonischer Tone, deren mittlere 
Tonhöhe sich ziemlich genau angeben lässt und jenem Pfeiftone ent- 
spricht. Oft geht bei energischem Flüstern dieser Vokalreihe unwil!- 
kürlich das Geräusch in den entsprechenden Pfeifton über. 

Hält man genau die Mund Stellung fest, bei welcher beim Hindur ch- 
hlaaen der Luft ein bestimmter Pfeifton, zum Beispiel c^ (eingestrichen c) 
entstehen würde, und hält, statt die Luft hindurobzublasen, eine mit 
jenem Pfeiftone gleich hohe Stimmgabel dicht vor die Mnndöffnung, 
so erklingt jener Ton sehr stark und deutlich, ganz in derselben Weise, 
als wenn man die Gabel vor die Oeffnung einer gleichgestimmten, 
bauchigen Flasche hält. 

Ganz der entsprechende Vorgang hndet nun aber bei der Vokal- 
bildung dieser Reihe statt. Denn die Stimmbänder erzeugen bei der 
Tonbildung ahnlieh den Saiten eines Klaviers oder der Zunge einer 
Pfeife ausser dem am stä,rksten erklingenden Grundtone eine Reihe von 
Obertönen, deren Sohwingungszablen Mehrfache von der Schwingungs- 
zahl des Gmndtonea sind. Man nennt diese sämmtlichen Töne, den 
Grundton eingeschlossen, die Partialtöne des zusammengesetzten Klanges. 
Diese Pai-tiaitöne sind zum Beispiel für den Girundton c (klein c) 
folgende: 

^ '■i 9\ ^ ßj ^2 \ Cg (?3 e^ X g^ X, h^ \ Cj cis^ d^ dis^ e^ 

12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

M I Ü I 

fi « X g^ giSi. .. 
21 22 23 24 25 . . . 

613 wo die darunter gesetzten Zahlen angehen, wie viel Schwingungen 
diese Töne machen, während der Grundton eine Schwingung vollendet, 
und wo die Töne, die hier mit x bezeichnet sind, keinen Tönen unserer 
Tonleiter entsprechen. 

Singt man nun den Ton kdein c, also den Ton, welcher beim Bass- 
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sehliissel iu dem zweiten Zwisehenraum geschneben wird, und macht 
dazu die Mimdstellung, mit welcher man den Ton c^ pfeifen wüvde, so 
wird von den ObertÖnen, die die Stimmbänder ausser dem Grundtone 
erklingen lassen, der Ton c^ bedeutend verstärkt, wälirend die übrigen 
Obertöne fast ganz erBschen. Der vokalische Klang, den man dabei 
vernimmt, ist ganz der eines schönen dunkeln u. Gfan'z das entspre- 
chende gescliiehtj wenn man die Mundsteliung so einrichtet, wie sie 
bei dem Pfeifen eines der folgenden Partialtöne stattfinden würde, 
wobei der Vokalklang allmählich die verschiedenen Abstufungen des 
M, ü, i durchläuft. Es ist sehr zweckmässig und für die Ausbildung 
der Fähigkeit, die bei den Vokalklängen hervortretenden Partialtöne 
als solche zu vernehmen, durchaus nothwendig, diese Versuche voll- 
ständig und nöthigenfalla wiederholt vorzunehmen. 

Man sieht aus der vorigen Tabelle, dass man auf diese Weise 
sieben Abstufungen des u, zwölf Abstufimgen des ü und von da ab 
Abstufungen des i in fast unbegi'enzter Anzahl erhalt, von denen aber 
in der Tabelle nur fünf vermerkt sind, und die sich auch nur wenig 
von eiuander unterscheiden. 

Jetzt lasse man umgekehrt auf demselben Grundton c in möglichst 
allmählichem Uebergange die Reihe der verschiedeneu Abstufungen des 
u und ü erklingen, so wird man mit grösster Deutlichkeit die Reihe 
der Partialtöne, wenigstens bis zum 16. Partialtöne hin wahrnehmen, 
und nm- die unharmonischen beiden oben mit x bezeichneten Partial- 
töne wird man schwerer vernehmen. Ebenso wird man beim umge- 
kehrten Vokalübergai^e die Partialtöne in umgekehrter Ordnung ver- 
nehmen. Man wird so die volle Ueberzeugung gewinnen, dass nur 
diese Partialtöne es sind, welche den Charakter der Vokale dieser 
ganzen Reihe f bedingen. 61i 

Nimmt man beim Singen des Grundtons c eine MundsteUung an, 
bei welcher ein Pfeifton erklingen würde, der nicht zu den ObertÖnen 
von c gehört, so vernimmt man, obwohl schwächer, die beiden benach- 
barten Partialtöne. Lässt man zum Beispiel die Mundstellung all- 
mählich von derjenigen, in welcher der Pfeifton c^ erklingen würde, in 
die zu dem Pfeifton (/, gehörige Mundstellung übergehen, so erklingen 
bei dem Grundton c diese beiden Partialtöne und zwar zunächst g^ 
sehr leise, dann immer stärker, während die Tonstärke von tj all- 
mählich abnimmt und zuletzt fast Null wird. In der mittleren Mund- 
stellung erklingen beide Partialtöne q imd j/j gleich stark, aber beide 
sehr viel leiser, als wenn die Mundstellung auf den einen oder anderen 
Partialton eingerichtet ist. Dabei verändert sich der Charakter des 
Vokales ein klein wenig, indem er sich, obwohl fast unmerklich, dem 
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eines äusserst weielien o näherb. Ich nenne nämlich einen Vokalklang 
einen weichen, wenn die mitklingenden PartialtÖne sehr leise sind. 
Ebenso nähern sieh die Abstufiu^eu des w bei einer MimdsteUnng, die 
einem mittleren, nicht zu den Pai-tialtönen gehörigen Pfeiftone ent- 
spricht, einem sehr weichen ö, obwohl noch unmerklicher als dort die 
M-Klänge sich dem o näherten. 

Nimmt man nun statt des c einen anderen Gnindton, so verändert 
sich zwar die Beihe der PartialtÖne, aber der Charakter der Vokale 
der Reihe «, ü, i bleibt an die absolute Höhe der PartialtÖne gebunden 
in der Art, daas auch hier die einzelnen PartialtÖne bis etwa au e^ 
hinauf den Charakter des u liefern, von da bis etwa zu e^ den des ü, 
von da ab den des i, wobei es gleichgültig ist, der wievielste Partialton 
vom Grundtone aus der Vokal -bestimmende Ton ist. 

Nimmt man zum Beispiel Cj statt c als feundton, so erhöhen sich 
alle PartialtÖne um eine Oktave, also wird dann der vierte Partialton 
schon Cj (statt Cj der obigen Tabelle) und wird schon hier die Grenze 
des M erreicht, und der zehnte Partialton wird e^ (statt e^ der Tabelle), 
614 also wird schon hier die Grenze des ü erreicht, f und die folgenden 
PartialtÖne geben schon den Charakter des i. 

Es ist dies namentlich hervorzuheben im Gegensatze gegen die 
Darstellung von Quanten*), welcher den in Bezug auf die hier be- 
trachtete Vokalreihe u, ü, i ganz irrigen Satz aufstellt: „Je tiefer der 
Grundton, desto tiefer, je höher der Grundtou, desto höher ist der 
charakteristische Ton," 

§ 2. Der Vokal a. 

Beim Aussprechen oder Singen des Vokals a wird die Mundhöhle 
weit geöfEnet und zwar ao, dasa weder the Zunge noch die Lippen den 
Baum der Höhlung verengen. Es wird dadurch bewirkt, dass die 
durch die Schwingungen der Stimmbänder hervorgebrachten PartialtÖne 
sich ungehemmt entfalten können (vgl. Helmholtz, Tonempfindungen 
p. 165). Schon hiernach muss man vermuthen, dass der eigenthüm- 
liche Charakter des a die möglichst gleichförmige Ausbildung der 
harmonischen Obertöne ist. 

Eine nähere Prüfung, die besonders dui-ch den allmählichen Ueber- 
gang des u durch o, % zu a und den umgekehrten bewirkt werden 
kann, ergiebt, dass beim Vokale a die Obertöne bis zum achten oder 
bei hellerer Aussprache auch wohl bis zum zehnten Partialton hin in 
fast gleicher Stärke ei-tönen und somit ein voller Accord, zunj Beispiel 

*) Poggendorife Annaien CLIV, p. 291. 
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über klein c der Accord c Cj g^ c^ e^ ^^ 63 Cj (dg Cg) erklingt. Lägst 
man also über dem Gnindtone c die Reihe der Vokale von n durch 
und «D zu a ertönen, so treten zu dem Obertone c^ nach und nach die 
Obertöne f/^, c^ u. s. w. bis Cg (oder e^) hinzu, ohne dass die tieferen 
Ohertöne Tersehwinden, während hei dem umgekehrten TJebergange nach 
und nach die höheren Töne des Accordes erlöschen, und zuletzt nur 
der Oberton c^ übrig bleibt. 

Es besitzt also der Voka! a keinen charakteristisehen, die anderen 
Überwiegenden Oberton, sondern für ihn ist die ganze Reihe der Oher- 
töne bis zur dritten Oktave des Grundtona charakteristisch, und in 
diesem Sinne gilt für ■}■ diesen Vokal das von Quanten (siehe vorhin) 615 
angeführte, für die Uebergangsreihe m, ü, i inige Gesetz, dass, je 
höher der Grundton ist, desto höher auch die mitklingenden Ober- 
töne werden. 

Aber bei keinem Vokale tritt mehr die subjektive Eigenthiimliehkeit 
des Sängers, oder seine ungleiche Disposition für reinen Gesang, oder die 
ungleiche Schönheit des Klanges bei verschiedener Höhe des von ihm 
gesungenen Tones hervor als bei dem Vokale a. Denn jeder Scbleim- 
ansatz an den Stimmbändern, jeder sich nebenbei drängende Hauch 
stört die gleichmäsaige Entwickelung der Übertöne, und in verschie- 
dener Tonhöhe ist die Fähigkeit der mehr oder weniger gespannten 
Stimmbänder, die harmonischen Obertöne rein imd voll ertönen zu 
lassen, eine ungleiche und der Sänger musa ' hier vielfach nachhelfen. 
Für das vollkommenste imd wohltönendste a halte ich das, bei welchem 
die Obertöne bis zum achten Partialtone hin in gleicher Starke, aber 
gegen den Grundton doch nur leise erkhngen, und ich werde dieses a 
bei den folgenden Untersuchungen zu Grunde legen. 

§ 3. Die übrigen Vokale, Ableitung derselben aus drei 
Grundvokalen. 

Alle übrigen Vokale, ausser den in § 1 und 2 behandelten, lassen 
sich aua diesen durch Uebergänge ableiten, also durch den Uebergang 
eines Vokales der ßeihe u, ü, i in a oder umgekehrt. Um die Stelle 
zu fixiren, die ein Vokal bei solchem TJebergange einnimmt, wird man 
sich der Zahlen Verhältnisse bedienen müssen. Zu dem Ende suche ich 
zuerst den Uebergang von einfachen Tonen von ungleicher Höhe durch 
ein Zahlenverhälfeniss darzustellen. 

An den einfachen Tönen kann man nur ihre Tonhöhe und ihre 
Tonstärke unterscheiden. 

Wenn zwei einfache Tone l und m gleiche Tonhöhe haben, aber 
beliebige Tonstärken, so nenne ich nach meiner Auadehnm 
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1862, Nr. 2 {ges. Werke I, 2, S. 11), beide einander kongruent nnd 
bezeickne dies durch l^m. Wenn nun irgend eine Tonstärke als 
SIG Einheit zn f Grunde gelegt wird, und von awei kongruenten Tönen l 
und J» der eratere die Tonstärke 1, der zweite die durch eine Zahl 
ausgedrückte Tonstärke x hat, so setze ich m = xl, und also xl ^ L 
Um die Tonhöhe au fisiren, lege ich als Einheit der Intervalle 
etwa den halben Ton gleiche chwebend er Temperatur zu Grunde und 
bezeichne ein Intervall durch die Zahl i, wenn es i solcher halber TÖue 
enthält. Danach ist also zum Beispiel die Oktave =^ 12, die Quinte 
gleichschwebender Temperatur = 7 u. s. w. 

Jetet seien l und m zwei Töne von ungleicher Hohe, aber gleicher 
Tonstärke, die ich = 1 setze. Es sei ( der tiefere Ton und das Inter- 
vall zwischen beiden i, so setze ich m = 1 -\- i. Hieraus lässt sich 
alles ableiten. Es seien l, m, n drei Töne von der Tonstärlse 1 und 
n^xl -{• ym, so erhält man, wenn ni=^l -\- i ist, 

das heiast das Intervall von l zu n ist — i — i. Man sieht, dass die Ee- 
Ziehung genau dieselbe ist, wie die zwischen zwei Punkten l, m einer 
geraden Linie und ihrem Schwerpunkte n, wenn x und y die Gewichte 
der Punkte I und m sind. 

Nach diesem Prineip kann man nun auch die über demselben 
■Grimdtone gesungenen Vokale zusammensetzen, zuerst die Vokale der 
Reihe u, ü, i. Es sei zum Beispiel irgendeine Abstufung der »i-Vokale, 
etwa die, bei welcher c^ der charakteristische Ton ist, mit ü, und irgend 
eine Abstufung der i-Vokale, etwa die, bei welcher c^ der charakteristi- 
sche Ton ist, mit / bezeichnet, so ist das Intervall zwischen beiden 
4.12 = 48. Dann wird man denjenigen Vokal ^ExU-\-yI setzen 
können, bei welchem der charakteristische Ton —- xc^ -f- yc^ ist, zum 
Beispiel wird derjenige Vokal ^U -{• I gesetzt werden können, bei 
welchem der charakteristische Ton e;^ (\ -{- Cj, das heisst welcher um 
das Intervall ~-r — 48. also hier um 24 Iraibe Töne hoher liegt als c, , 
das heisst den Vokal mit dem charakteristischen Tone Cg. Ebenso 
wird derjenige Vokal -.."- ü-\-2I gesetzt werden können, welcher um 
617 das Intervall | 48, also um 32 f halbe Töne hoher liegt als c^, das 
heisst der Ton ffis^. Kommt dieser nicht unter den Pai'tialtönen des 
gesungenen Grundtones vor, so haben wir schon in § 1 gesehen, wie 
er durch die zwei benachbarten Pai-tialtöne ersetzt wird. 

Ganz nach demselben Prineip werden wir nun auch, wenn A den- 
jenigen Vokal ffi bezeichnet, bei welchem die Obertöne bis zum achten 
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Partialtone hin in gleicher Stärke eiklmgcn, denjenigen Vokal, der 
"=- xU-^- yl -^ zA ist, genau bestimmen können Es sei zuerst P der 
Vokal ^xU-\-yI, oder auf die Tonstaike 1 gelnacht 

K+y 
Nun sei A^ irgendeiner der in A enthaltenen Partialtone, so wird 

der hierdurch erhaltene Ton liefft also nach dem obigen nm — , .— i-^ 

höher als P, wenn \ das Intervall von P 7sa A-^ ist. Der Vokal 
xJJ -\- yl -\~ sA enthält also die Obertöne, die von P um die Intei-valle 



abweichen, vorausgesetzt, dass \, \, ■ . . die Intervalle zwischen P and 
den in Ä enthaltenen Obertönen A^, A^, . . . sind. 

Ich wähle bestimmte Beispiele. Ich delinire den Vokal als 
JJ -\- A, das heisst, die Ohertone von liegen von dem charakteristi- 
schen Tone des U, also von c^^ halb so weit entfernt als die Ohertone 
von A. Ist zum Beispiel c der Grandton, so enthalt A die Obertöne 
von c^ bis c^, also die Obertone von c^ bis Cg, aJ-SO (\, g-^, Cj, wo 
g^ statt der nicht zu den Partialtönen von c gehörigen Töne eintritt, 
welche nach obiger Gleichung hervortreten müssten. Aehnüch kann 
man den Vokal als in der Mitte zwischen Ü und A liegend an- 
nehmen, und E als in der Mitte zwischen / und A liegend. Man 
kann hiernach, wenn man U, I, A oder irgend drei andere Vokale, 
von denen einer nicht als zwischen den anderen beiden liegend er- 
scheint, durch di'ei Punkte einer Ebene darstellt, jeden anderen Vokal 
durch einen genau bestimmten Punkt dieser Ebene darstellen. 

Ich habe die Obertöne der Einfachheit wegen als f gleich stark 618 
angenommen; diese Annahme ist an sich nicht nothwendig, da die 
obige Darstellung auch die Principien enthält, nach denen man auch 
in demjenigen Falle verfaliren muss, wo diese Bedingimg nicht ei'füllt 
ist. Genauere Versuche müssen erat Über die relative Stärke der Ober- 
töne entscheiden, ebenso über die Spaltung der Obertöne, wenn sie 
nicht zu den Partialtönen des gesungenen Grundtones gehören. Die 
Theorie ist also als solche noch nicht vollkommen abgeschlossen. 

§ 4. Geschärfte Vokale und Diphtliongen im Deutsclien. 
Wir unterscheiden im Deutschen unter den langen Vokalen nur 
a, e, i, o, u, ä, ö, ii, von denen aber ä mehr etymologisch als phone- 
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tisch von dem e, namentlich in solchen Woiien, wie geben und nehmen, 
verschieden ist. 

Aher anders verhält es sich mit den kurzen Vokalen. Wenn 
nämlich auf den Vokal zwei Konsonanten, namentHch zwei gleiche 
Konsonanten (11, mm u, s. w,) folgen, so ändern alle Vokale ausser a 
ihren Charakter, indem sie nämlich dem a um eine Stufe näher rücken. 
Wir nennen diese Vokale geschärfte. Die Vokale in „stumm, dünn, 
still", haben den Charakter eines etwas zugespitzten 'o, 5, e; femer die 
Vokale in „voll, völlig, hell", haben durchaus nicht mehr den Charakter 
des 0, ö, e, sondern den einer Mittelstufe zwischen diesen Vokalen und 
dem a, also den Charakter CTq, ä^, ä, und zwar eines ä, wie wir es als 
langen Vokal gar nicht kennen, und wir müssen daher auch diese Vokale 
als Vokale der deutschen Sprache festhalten, was für die Erkenntniss 
der Diphthongen wesentlich ist. 

Wir haben in der jetzigen deutschen Sprache nur drei Diphthongen, 
die ich mit ai, au, aü bezeichne, und von denen wir den ersten ai 
und ei, den letzten äu und eu schreiben, ohne irgend einen phoneti- 
schen Unterschied dadurch zu bezeichnen. Beim Gesänge werden diese 
Diphthongen fast in ihrer ganaen Dauer als a gesungen, und erst ganz 
am Schlüsse der Uebergang in den letzten Laut des Diphthongen be- 
Sifl wirkt, also von a dm-ch f ä, e zu i, oder durch (Jq, o zu u, oder 
durch äf„ Ö zu ü. Dagegen lassen wir beim Sprechen, wenigstens 
in Norddeutschland, das a fort und sprechen ms = Mq — o — m, 
m* = ä(| — ö — M, ai = ä — e — i. 

% 5. Halbvokale. 
Die Halbvokale schliessen sich aufs engste an die Vokale an, ja 
können in dieselben übergehen. Bei ihnen tritt, wie bei den Vokalen, 
kein Geräusch hervor, sondern nur der Grundton mit seinen Oberfcönen, 
sodass man mit jedem derselben, ohne einen Vokal zu Hülfe zu nehmen, 
ehenso deutlich eine Melodie singen kann wie mit den Vokalen. Ihr 
wesentlicher Unterschied von den Vokalen besteht nur darin, dass der 
Grundton schwächer ist als dort, wogegen die Obertöne kräftig hervor- 
treten. Es gehören dahin die Nasale m, n, ng, ferner l imd r und 
endlieh j und v, wenn sie vokalisch gesprochen werden. Ich will die 
letzteren, um sie von den unten zu behandelnden Eauachlauten j und v 
zu unterscheiden, nach dem Vorgange von Sievers (Laufcphysiologie 
p. 89) mit i, m bezeichnen. Der Grundton aller dieser Halbvokale 
verschwindet nur heim Flüstern. 

Bei den Nasalen wird der Stimmton durch die Nase gelenkt, 
während die Mimdhöhle nur als Resonanzraum wirkt. Der Verschluss 
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des Mundes wird beim m durci. die Lippen, beim w dureh die Zungen- 
spitze und bei ng (in eingen, sengen, bangen, Zunge, Junge, Sprünge 
u. s. w.) durch den mittleren oder hinteren Tbeil der Zunge bewirkt. 
Bei dem letzteren findet die grÖsste Manniehfaltigkeit statt, je 
nach dem Tbeile der Zunge, der den Äbsehluss bewirkt, und je nach 
der Gestalt, die man der Mundhöhle gieht. Wird der Äbechluss durch 
den untersten Theil der Hinteraunge bewirkt, so werden, wenn man 
der Mundhöhle die bei a, «d, ö eintretenden G-estalten giebt, durch 
Resonanz der Mundhöhle die bei jener Vokalreihe a, «u, o erklingenden 
Obertöne mit ausserordentlicher Deutlichkeit und Stärke hervorgebracht. 
Läast man den Verschluas f nach und nach mehr nach vorne bis nahe 630 
zur Zungenspitze vordringen, so wird der Grundton mehr gedämpft, 
aber auch die Obertöne werden etwaa schwächer, es treten dabei je 
nach der Form der Mundhöhle die Obertöne der Reihen ä bis e, 
«D bis (i, endlich, wenn der Verschluss durch die Zungenspitze bewirkt 
wird, die Obertöne des j hervor. Beim Verschluss durch die Lippen 
lassen sich die Obertöne des u imd ü vernehmen. 

Die nasalirten Vokale, wie sie in den slaviscben und lettischen 
Sprachen und zum Theil im Französischen vorkommen, entstehen, 
wenn der Verschluss der Mundhöhle ein unvollkommener ist, so dass 
ein Theil des Stimmtones durch die Nase, ein anderer durch den Mund 
geht. Sie bilden den TJebergang au den eigenthchen Vokalen. 

Bei l und r wird der Grandton, so wie die tieferen Obertöne 
durch die vorgelegte Zunge gedämpft, indem alle Töne ihren Weg um 
die Zungenränder herum nehmen müssen. Namentlich wird beim l die 
Zungenspitze gegen den Gaumen gedrückt und die höheren Obertöne» 
so wie der gedämpfte Grundton nehmen ihren Weg zu beiden Seiten 
der Zunge. Der Klang wird je nach der Biegung und Stellung der 
Zunge und je nach der Form der Mundhöhle ein sehr verschiedener; 
es treten dabei die Obertöne des Öq, ä, ö, e oft mit schmetternder 
Deutlichkeit hervor. 

Das r unterscheidet sich vom l dadurch, dass statt des Ändrüekens 
der Zungenspitze an den Gaumen nur eine grosse Annäherung statt- 
findet, so dass ein Theil des Klanges auch über die Zungenspitae hin- 
weg gelangen kann. So treten beim r dieselben, aber nicht so stark 
ausgeprägten Gegensätze wie beim ( hervor. Doch macht sich der 
Charakter des r nur deutlich geltend bei dem Uebergange zum Vokal 
und daher, wenn es dauernd ertönen soU, beim erzitternden Schwingen 
der Zungenspitze, wobei ein fortdauernder Wechsel zwischen dem 
Elange jenes eraten r imd dem entsprechenden Vokale stattfindet. 

Das schnarrende r, welches durch Erzitterung der Hinterzunge 
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G21 hervorgebracht wird und in neuerer Zeit unter den f GEebildeten Nord- 
dentschlands sehr um sieli gegriffen hat, wird von einem starken, die 
Deutlichkeit der Sprache beeinträchtigenden Geräusche begleitet und 
ist daher nicht mehr den Halbvokalen zuzuzählen und überhaupt als 
ein Fehler in der Aussprache zu bezeichnen. Beide r und l entwickeln 
. eich dnrch stärkeres Hervorheben des Grundtonos in manchen Sprachen, 
wie im Sanskrit, zu selb ststäudi gen, das heisat Silben bildenden Vokalen. 
Die Halbvokale i und m unterscheiden sich von j und v durch 
das Fehlen des Geräusches, von i und m durch die Schwäche des 
Glrondtonea. Das englische w stellt seiner Aussprache nach den Halb- 
vokal )*, und der Laut, der zum Beispiel im englischen Mse dem M-Vokale 
vorhergeht, den Halbvokal i getreu dai-. Ebenso erscheint der Halb- 
vokal M im Deutscheu in der Verbindung qa. Akiistisch möglich wäre 
auch der Halbvokal ü, der jedoch nirgends gebräuchlich zu sein scheint. 

§ 6. Charakteristik der Geräuschlaute. 
Alle Konsonanten ausser den Halbvokalen sind durch Geräusche 
charakterisirt. Das Geräusch unterscheidet sich von dem harmonischen 
Zusammenklingen der Töne durch die sehr grosse, oder auch unend- 
liche Menge imharmoniseher Töne, aus denen es zusammengesetzt ist. 
Um die Geräusche, wie sie nanienthch in den Sprachlauten her- 
vortreten, einigermassen fixiren zu können, unterscheide ich erstens 
solche Geräusche, in denen sich einzelne von der übrigen Masse deutlich 
gesonderte Töne vernehmen lassen, und solche, in denen die Töne eine 
mehr stetige Reihe bilden. Die ersteren treten in den Zischlauten 
hervor, bei denen durch das Zerspringen der kleinen Bläschen der 
Mundfeuchtigkeit zwischen den Zähnen sehr hohe, deutlich vernehm- 
bare Tone hervorgebracht werden, die aber weder unter sieh, noch mit 
dem etwa vorhandenen Grundtone in Hai-monie stehen, sondern deren 
Höhe vorzugsweise von der zufälligen Grösse der zerspringenden Bläs- 
chen abzuhängen scheint. 
G22 Ferner unterscheide ich f die Breite des Geräusches. Darunter 
verstehe ich das Intervall, innerhalb dessen die ungefähr gleich starken 
Töne, die das Geräusch bilden, liegen. Ich sage also zum Beispiel, ein 
Geräusch habe die Breite einer Oktave, wenn die (nahe gleich starken) 
Töne, die es bilden, sich innerhalb der Grenzen einer Oktave halten. 
Unter mittlerer Höhe eines Geräusches verstehe ich das Mittel 
aller Töne, die das Geräusch bilden. 

So werden sich die Geräusche durch ihre Breite und Höhe auch 
schon vermittelst des aufmerkenden Ohres wenigstens annäherungsweise 
unterscheiden lassen. Eine genaue Zergliederung eines Geräusches 
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würde freilich die Zerlegung desselbea in seine einzelnen Töne und 
die BeBtimmung der Stärke dieser Tone erfordern. Aber von der 
Lösung dieser Aufgabe sind wir bei dem jetzigen Stande unserer 
. Hülfsmittel noch sehr weit entfernt; und es bleibt uns 
; kaum etwas ßbi'ig, als eine ungefähre Schätzung der Ge- 
räusche nach den oben angegebenen Kategorien.. 

. In der Sprache können wir die G-eräuschlaute theileu in dauernde 
(Dauerlaute) und momentane (Stosslaute) ; die ersteren wieder in hauchende 
und zischende, und sie alle wieder in harte und weiche. 

Das Geräusch tritt am deutlichsten hervor bei den harten Dauer- 
lauten. Es hängt seine Breite und Höhe bei den Hauchlauten haupt- 
sächlich von der Stelle ab, an welcher die Verengung gebildet wird, 
durch welche der Hauch hindurchzudringen gezwungen ist, und von 
der damit in Verbindung stehenden Resonanz der Mundhöhle. Da- 
durch ist der Unterschied der Geräusehlaute nach den Sprachorganen 
bedingt. 

Bei den Zischlauten tritt zu dieser Verengung noch die Verengung, 
die durch Aneinander schliessen oder Anmhemng der Zahnreihen oder 
durch Annäherung einer Zahnreihe an das Sprachorgan entsteht, hinzu, 
und es mischt sich jenem Hauehgeräusehe zugleich das hierdurch be- 
wirkte Zisehgeräusch hei. 

Bei den weichen Dauerlauten tritt ausserdem in der Regel, obwohl 
nicht gerade nothwendig, ein durch Schwingung der Stimmbänder er- 
zeugter Grundton hinzu, der diese f Laute den Vokalen nähert und 023 
es ermöglicht, auch mit ihnen eine, freilieb von einem sausenden Ge- 
räusche begleitete Melodie mit voller Deuthchkeit vorzutragen. 

Zu den dauernden Geräuschen gehören auch die geflüsterten Vokale 
und Halbvokale, von denen die ersteren, wie unten gezeigt wird, auch 
beim lauten Sprechen sich unter gewissen Umständen den Konsonanten 
beigesellen. 

§ 7. Die Hauchlaute. 
Ich bezeichne die harten Hauchlaute der Kürze wegen mit iißi, ih, 
ch, hh und die entsprechenden weichen mit hh, dh, gli, h. Sie ermangeln 
alle des zischenden Geräusches, das die im folgenden Paragraphen zu 
hehandelnden Zischlaute auszeichnet. 

Unter den harten Hauchen wird ph durch Annähei-ung der beiden 
Lippen aneinander hervorgebracht und unterscheidet sich dadurch von 
dem zischenden Laute f, hei dem die Unterlippe der oberen Zahnreihe 
genähert wird. Das entstehende Geräusch hat die mittlere Hohe etwa 
des Cj, also dem charakteristischen Tone des u entsprechend. 

Das th hat ungefähr den lüang des englischen harten tli, nur dass 
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das zischende Geräusch, das diesem oft beiwohnt, fehlb. Das Geräusch 
scheint hier ein zusammengesetates zu sein; ich höre, wenn ich es 
richtig ausspreche, ein Geräusch von der mittleren Höhe des Cg, aber 
yermischt mit viel höheren Tönen, welche den höchsten Zischtönen 



Das ch entsteht durch Herandrängen des mittleren oder hinteren 
TheÜB der Zunge an den gegenüberstehenden Gaumen, das kli ebenso 
durch Herandrängen des untersten Theils der Hinterzunge an den 
gegenüberstehenden Theil der Kehle. Letateres tann als ein ver- 
stärktes h auf gef aast werden und entspricht dem ch der Schweizer 
und dem chet der Hebräer. Es zeigt sich hier besonders deutlich, wie 
die Laute ch bis hh eine ganz stetige Reihe bilden, deren einzelne 
Laute sich akustisch sehr wesentlich unterscheiden. Man erkennt die 
mittlere Tonhöhe dieser Geräusche (des cJi bis hh) so deutlich, dass 
;24man Sogar annähei'nd eine Melodie durch f diese Geräusche, wenn 
man die Aufmerksamkeit auf ihre mittlere Tonhöhe richtet, hörbar 
machen kann. Diese mittlere Tonhöhe en-eieht bei dem ch, wie es in 
j^iechen, siech" ausgesprochen wird, die Hohe des c^ und kann leicht 
bis zu ff^ gesteigert werden, und sinkt bei dem cli in „suchen, Tuch" 
bis zu Cg herunter. Geht man zu dem ch, wie wir es in „ach" sprechen 
und zu dem Ich der Schweizer über, so wii-d das Geräusch, indem sich 
seine mittlere Höhe vertieft, zugleich breiter, so dass es zuletzt die 
Breite des a, das heisst die Breite von zwei Oktaven annimmt. 

Bei den weichen Hauchen, ausser bei /*, kann zugleich ein Stimm- 
laut (bei dem die Stimmbänder schwingen) eintreten, im übrigen unter- 
scheiden sie sich von den harten Hauchen nur dadurch, dass die Organe, 
welche die Verengung bewirken, nicht so nahe aneinandertreten, und 
der Hauch nicht so stark hindurehgetrieben wird. Die Geräusche 
werden dadurch viel schwächer und heim h wird es so geringe, dass, 
wenn man versucht, mit ihm einen Stunmton zu verbinden, sogleich 
ein Vokal entsteht. 

Es versteht sich nach dem Obigen von seihst, dass ih durch An- 
näherung der beiden Lippen hervorgebracht wird und sich dadurch 
von dem v scheidet, welches durch Ann'ähening der Unterlippe an die 
obere Zahnreihe entsteht und den Zischlauten zugehört. Das <)h ist 
der Laut, den wir im Deutschen mit j bezeichnen, 

§ 8. Die Zischlaute. 
Die halten Zischlaute smd /, a, seh, g. Hier verstehe ich unter s 
das harte s (gewöhnlieh fs geschrieben) und unter f den im Sanskrit 
üblichen Zischlaut, den man erhält, wenn man bei Sprechen des ch die 
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Zahnreiien aneiiiauderhält. Das f habe ich sehon ohen (§ 7) als Zisch- 
laut eharakterisirt. 

Die weichen Zischlaute, welche jenen harten entsprechen, bezeichne 
ich mit V, s, s, c. Der erstere ist das deutsche w, der zweite das 
weiche s, wie wir ea im Deutschen anlautend vor Vokalen sprechen, 
und das üranaöeische «; mit s bezeichne ich den Laut des -^ französi-g25 
sehen j (in je, jamais n. s. w.). Der Laut c, der die Erweichung des f 
ist, ist jetat kaum noch in einer Sprache nachweisbar. Doch hat 
Ascoli gezeigt, dass er im Sanskrit oder in der indogermanischen 
Ursprache einst vorhanden gewesen sein muss. Auch hier lassen sieh 
dem durch verschiedene Stellung der Zunge verschiedene Modifika- 
tionen mittheilen, durch die man stetig zu dem Torherbesehriebenen 
Laute c gelangen kann. 

Mit den weichen Zischlauten l'ässt sich ebenso wie mit den weichen 
Hauchlauten ein Stimmton verhinden. Dieser fehlt hei den harten 
Zischlauten gänzlich; aber dagegen ist das Geräusch so stark, dass 
man si, seht als Interjektionen gebraucht, die weithin hörbar sind. 



§ 9, Die momenLtanen Laute ( 
Die Stosslaute entsprechen genau den Hauchlauten, indem an die 
Stelle der Verengung der vollkommene Verschluss tritt, und auch die 
Geräusche sind im wesentlichen dieselben, nur daas sie hier von äusserst 
kurzer Dauer, faat momentan sind, und sich daher der akustischen Be- 
obachtung viel mehr entziehen. Das durch sie hervorgebrachte Geräusch 
tritt besonders ein, wenn der folgende Luftstrom oder Ton die bis- 
herige Verschluss stelle durchbricht, viel unvollkommener, wenn der 
Luftetrom oder Ton vorhergeht und durch den plötzlich eintretenden 
Verschluss gehemmt wird. 

Die harten Stosslaute sind p,t,h JL und die entsprechenden weichen 
b,d,gj^. Mit dem Zeichen J- drücke ich den Spiritus lenis der Griechen 
aus, und mit 2L den entsprechenden harten Laut. Auch im Deutschen 
sind diese Laute vorhanden, obwohl wir sie nicht durch die Schrift 
bezeichnen, so zum Beispiel hört man in „verachten" je nach der 
weicheren oder härteren Aussprache zwischen dem r und a jene Laute 
sehr deutlich. Auch sie sind als Konsonanten aufzufassen, obwohl wir 
sie nicht als solche schreiben, i'emer ist zu bemerken, dass h und g 
dieselben Lautahatufungen zeigen, wie sie oben bei ch und entsprechend 
bei gh (j) dai^eatellt sind; '\ aber auch t und d zeigen viele, akustisch oac 
schwer festzustellende Modifikationen. 

Die Artikulation der Stosslaute ist verschieden je nach ihrer Ver- 
bindung mit anderen Lauten. Am deutlichsten ist dieselbe unmittelbar 
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vor Vokalen oder yoi # und l Hingegen wird die Artikulation un 
deuthclier am Beiilufse dei Worber und Silben wc im Deutschen nui 
die harten Sto'^alaute eibchemen (auch wo sie als weiche geschiieben 
werdenj, und vor andeien Stcsslauteu wie lu den A eibindungeii pt, Jf 
Hier wird nun, um die Eigenthun hclikeit des Stosslautes deutliehei 
hervoitieten zu l'issen hmtei den Stosslaut ein (geflüsterter Vokal 
hinzugefugt, bei uns meist ein geflüstertes c bei den Russen und 
inderen slavischeri Völkern theilf ein gtfluatei-tes ( (rdei e) theils fiu 
geflüstertes ts (odei ] way aui,h m dei 'ichiilt bezeiclmet uul untei 
schieden wnd 

Dei Xjnterscbied zmschen den harten und weichen Stoaslauten 
besteht wesentheh nm m der gioaseren udtr ger ngeien Intrnsitat mit 
welchci dti \eischlus<! aufgehoben wiid um dem folgenden Laute leu 
Dmthgmg zu verstatten Mm hdt im^eiweise die weichen Stossliute 
als tonende Laute aufgefasst Niemals bildet sich bei ihnen ein wiik 
licher Ton aus denn wenn das waie so miisste man zum Beispiel 
mit h, ohne tinen Vokal hinzuzufügen, eme Melodie hervjibimgen 
können, wis unmi: glich ist Veianlaasung 7U diesem Irrthum hit em 
Uerausth gegeben, welches sich untei Umstanden mit den weichen 
btoaslauten rerbrndeu kann Dies Geiausch tiitt ain deutlichsten hei 
■\oi wenn man em Wort wie im Englischen mit einem weichen Stoas 
Hute schliesst alsdann tiitt "itatt des geflusteiten A okales, dei dann 
nafh dem halten Stosslaute ertönt, ein eigcuthiimhther Laut heivor, 
den maji Blihlaut' genannt hat Dies Gfeiaus h des Blahlautes tritt 
weder aus dem Munde, noch aus der Käse hervor; beide kann man 
versehliessen, ohne den Laut zu beeinträchtigen. Ea entsteht dieser 
Laut, indem die Luft aus der Lunge durch die etwas vei-engte Stimm- 
ritze in den geschlossenen Mundraum getrieben wird. Er ist für die 
627 Hervorhringung f der weichen Stosslaute überflüssig, ja sogar durch 
seinen unangenehmen Klai^ störend. 

Endlich süid hier noch die sogenannten Aspiraten des Sanakrit, 
wie es heute gesprochen wird, zu erwähnen. Sie werden in der jetzigen 
indischen Aussprache so ausgesprochen, dass der nach dem Verschlusse 
hervortretende Vokal oder Halbvokal zuerst mit starkem Hauche be- 
gleitet wird. Man hat es also hier nicht mit e^nthilmlichen Konso- 
nanten zu thun, sondern mit eigenthümlichcn Modifikationen des Vokales. 



Ich habe hier versucht, das ganze Gebiet der Sprachlaute nach 
ihrer akustischen Eigen thümlichkeit, wie sie vom Ohre vernommen 
werden, daa'zulegen. Ich habe mich dabei der einfachsten Mittel be- 
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dient, wie sie jeder, der für Mnsik empfänglicli ist, ohne Anwendung 
künstlicher Hölfeapparate in Tbätigkeit setzen und der Prüfung unter- 
ziehen kann. 

Keineswegs glaube ich damit überall einen definitiven Absehlnss 
erzielt zu haben, vielmehr musa vieles nur als ein erster Versuch 
gelten. Die Anwendung zweckmässiger Hülfsapparate, durch die man 
die Klänge und Geräusche zerlegen kann, halte ich keineswegs für 
überflüssig oder geringfügig, sondern ich erkenne sie für die genaue 
Feststellung der Laute geradezu als nothwendig an. Aber bei dem 
Mangel zuverlässiger Hülfsapparate blieb mir nichts anderes übrig, als 
das Ohr unmittelbar zu befragen. Und ein Hauptzweck des gegen- 
wärtigen Aufsatzes ist es, zu solchen genauen, vollkommen objektiven 
Versuchen anzuregen. 

Die Resonatoren können dabei in Ermangelung anderer Apparate 
wesentliche Dienste leisten. Aber sie bedürfen zuvor noch einer ge- 
nauen Prüfuug. Ihre Theorie ist, wie die treffliche Arbeit von Grinwis*) 
beweist, keineswegs abgeschlossen. Daher sind die Resonatoren, die 
man zur Zerlegung der Laute anwenden will, vorher experimentell 
genau zu prüfen. Namentlich ist festzustellen, f inwiefern sie eine 628 
Reihe gegebener, auch ihrer Stärke nach fisirter Töne in ihrem Inten- 
sitätsverhältnisae abändern. Dass sie eine solche Abänderung bewirken, 
ist von vornherein klar, da die Töne, die dem Bigentone des Resonators 
nicht entsprechen, nur geschwächt, aber nicht ausgetilgt werden, und 
dies gilt namentlich von den Tönen, die mit dem Eigentone des Reso- 
nators in Harmonie stehen. 

Diese Verhältnisse müssen erst durch Versuche genau festgestellt 
werden, ehe man sich der Resonatoren zu einer untrüglichen Analyse 
der Laute bedienen kana. Wie triiglich dagegen diese Analyse ohne 
jene Voruntersuchungen ist, sieht man aus den gewiss mit grosser 
Sorgfalt angestellten Versuchen von Auerbach**), deren Resultate er 
in seiner Tabelle II***) dargelegt hat. Diese Tabelle steht mit den 
unmittelbar durch das Ohr zu vernehmenden Thatsachen im grellsten 
Widerspruch, Zwar sucht der Verfasser jenes Aufsatzes auf eine sinn- 
reiche Weise diese Tabelle mit den Erfahrungen in grösseren Einklang 
zu bringen, indem er die gefundenen Intensitätszahlen in je zwei 
Faktoren zerlegt und so die Tabellen III und IV ableitet, durch die 
er zu einfacheren Resultaten zu gelangen sucht. Aber auch dadurch 



*) Poggendorffa Annalen CLX, p. 276, 
**) Poggendorffe Äimalen Ergänzimgaband VIII, p. 177. 
'**) 1. c. p, 190. 
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iet nichts gewonnen; denn das Ohr zerlegt eben die Intensitäten der 
von ihm wahrgenommenen Töne nicht in solche Faktoren, sondern 
kann jede Intensität nur als ein Ganzes auffassen. 

Bei den mangelhaften Apparaten, die mir auf diesi 
Gebote stehen, kann ich es nicht unternehmen, die oben ang( 
Voruntersuchur^ der Resonatoren anzustellen und so die Analyse der 
Sprachlaute auf festere objektive Grundlagen aufzubauen. Es wäre 
mir äusserst erwünscht, wenn dieser Aufsatz zu solchen Untersuchungen 
anregte. 

Ein zweites wichtiges, ja unentbehrliches Mittel, um das Wesen 
der Sprachlaute und namentlich der Vokale objektiv festzustellen, ist 
[39 die von Helmholtz angewandte f Methode, die Klänge aus einfachen 
Tönen zusammenzusetzen und die so erhaltenen Klänge mit den zu 
untersuchenden zu vergleichen. Aber bei der Schwierigkeit, einfache 
Töne, namenthch in den höheren Tonlagen zu erhalten, hat Helmholtz 
dies Verfahren nur in wenigen Kombiuationen anwenden können. Es 
wäre sehr schön, wenn man ein Instrument bauen könnte, welches nur 
einfache Töne angäbe. Undenkbar ist ein solches keineswegs. Man 
könnte zum Beispiel schwingende Zungen eines Harmoniums anwenden, 
durch angefügte Resonatoren die Obertöne fast ganz austilgen und die 
Hinterwand dieser Resonatoren an einen Resonanzboden fügen Man 
würde dadurch bei geschickter Ausführung wohl zu einem Instrumente 
gelangen können, welches von Obertönen fast ganz frei wäre, und könnte 
dann durch Koppelung leicht alle Vokale auf demselben hervorbringen. 

Stettin, den 19. Mai 1877. 
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Verzeichuiss 

der wiclitigsteii Stellen, an denen die vorliegende Ausga! 
von den Originaldrucken abweicht.*) 



S. 3, Z. 2 V. u. (Progr. 1867, B. 1, Z, 3 v. u,): Bas Wort „Anm." vor 
dem Kleingedruokten stellt hier wie auch später im Originale nicht und ist 
vom Setzer eigenmächtig hinzugefügt worden; es wieder heaeitigen zu lassen 
erschiea aher nicht nSthig. — S. 10, Z. 11 v. u. (7, Z. 1 v. u.): 1713, das 
Jahr des Erscheinens der zweiten Ausgabe, statt 1687. — S. 19, Z. 7 
(14, Z. 2 V. u.): (a statt t\ — S. 20, Z. 14 (15, Z. 10 v. u.): „geneigte". 
— S. 20, Z. 15 V. u. (15, Z. 3 v. u.): „es sinkt sobald u^ positiv wird". — 
S. 21, Z. 13 V. u. (16, Z. 5 v. n.): fehlen im Original die beiden Minus- 
aeichen. ■— S. 24, Z. 2 V. u. (19, Z. 19 v. u.): „«== v . Sß". — S. 25, 
Z. 14 V. u, (20, Z. 7): „dessen". — S. 26, Z. 8 (20, Z. 19): PQP und PQ 
statt PQP' und P'Q. — S. 27, Z, 14 v. u. (21, Z. 10 v. u.): „(aus 1) so". — 
S. 29, Z. 13 (23, Z. 5): it statt ra''. — S. 29, Z. 2 v. u. (23, Z. 14 v. n.): 
„liegen" statt „Uegt". — S. 31, Z. 1 (24, Z. 18): ABGHsiait ABHG. — 
S. 31, Z. 9 (24, Z. 24): BC + £J>. — S. 32, Z. 11 v. u. (25, Z. 4 v. u,): 
„nach 3 und 13". — S. 33, Z. 5, 7 (26, Z. 9, 10) Z statt Z'. — S, 35, 
Z. 14 V. u. (28, Z. 13): „nach 19". — S. 36, Z. 15 v. u. (29, Z. 7 f.): 
„die Lagen a + ß' haben". — S. 37, Z, 15, 18, 20, 21 (29, Z. 10, 7, 5, 
4 V. u.): yv, statt yw^. — S. 37, Z. 14 v. u. (30, Z. 2): „dann" statt 
„denn". — S. 41, Z. 10 (31, Z. 5 v. u,): B^tJ, statt ^^q. — S. 41, 
Z. 14 V. u. (32, Z. 8): „Pfund = ^ Kilometer". — S. 41, Z. 3 v. u. (32, 
Z. 16): 2[(4Ji + ^.Ajff]. — S. 43, Z. 6 (33, Z. 11): „zu setzen". — 
Die Figuren sind aämmtlich von J. Löroth hinzugefügt. 

S. 46, Z, 7 (Math. Ann. Bd. 12, S. 222, Z, 4): „der" statt „des". ~- 
S. 48, Z. 20, 21 (223, Z. 4 v. u.): a^ statt a^, vgl. S. 112; Slg Nr. 179. — 
S. 53, Z, 2 V. u- (227, Z. 2 v. u,): „welcher". — S. 55, Z. 2 v. u., 56, Z. 3 
(229, Z. 14, 17): p statt jj^. — S. 56, Z, 3 v. u., 57, Z. 4 (230, Z. 5, 8) 
fohlen im Original ErgUnzungsstriche |. — S. 58, Z. 5 (231, Z. If,): „zu- 
rücktreibt". — 8. 59, Z. 13 V- u. (232, Z. 9): „nur" statt „airn". — S. 63, 

*) Bei den Abhandlungen fiber Mechanik sind nur die Abweichungen an- 
geführt, die nicht schon durch Anmerkungen unter dem Texte angezeigt sind. 
Die erste Seitenaahl beaiekt sich immer auf die vorliegende Ausgabe, die in 
Klammern eingeschlossene auf den Originaldruck, dahinter steht, wenn niohta 
anderes bemerkt ist, der Wortlaut der Originalausgabe. Die im Texte gemachten 
Zusätze zum Original werden hier nicht mit aufgeführt, da sie durch EtüBchlieBaen 
in geschweifte Klammem { } kenntlich gemacht sind. Die Kopföberschriften der 
vorliegenden Ausgabe sind sämmtlich neu. 
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Z. 6 — 4 V. u. (235, Z. 1 — 3) hat das Original verschiedene falsche Vor- 
zeichen, — S. 66, Z. 20 f. (236, Z. 14 v. u.) hat das Original: „und 
ä{ae^') wird ae^'a". — 8. 68, Z. 2 y. u. (237, Z. 4 v. u.) fehlt im 
Original der;:jErgaiizuQgsstrich |. — S. 71, Z. 1 v. u. (239, Z. 1 v. u.): 

S. 120, Z. 1 (Progr. 1839, S. 8, Z. 17 v. u.): 421 statt 421. — 
S. 121, Z. 1 (9, Z. 13): 431 statt 432. — S. 124, Z. 12 v.u. (11, Z. 1 
V. u.); „denn" htatt „daan" — Ö 131, Z 12 f. (l6, Z. 16 v. u.): „der 
Aussenträger ^ odei ^ vom Aussenradms hetragea". — S. 132, Z. 1 
(16, Z. 4 V. u.): „den m s zusanunen'ätosseiiden Eantea". — S, 135, Z, 13 
(18, Z. 8 V. u.): {me) statt {mBi) — S 135, Z. 10, 9 v. u, (19, Z. 2, 3): 
„nur noch 2 Plächenpaar« zusammenstoasen" — S. 138, Z. 15 v. u. (20, 
Z. 4 V. u.) am weitesten lechts steht bbc statt bbc. — S. 139, Z, 10 (21, 
Z. 16 f.): „wenn die angränzendeu Elaihen in eine Ehene fallen". — 
S. 141, Z. 3 (22, Z 14 V u ) steht m dem dritten Buchstabentrip el cbt) 
statt ebb. -- 8 145, Z 3, 7 (25, Z 8, 10). „Fig. 11" statt „Fig. 10c". — 
S. 145, Z. 6 V. u. (25, Z. 15 v.u.) hat das Orig.: i> = (& + c) : (2c + b - b). 
— Die Figuren sind im Original auf einer besonderen Tafel. Fig. 11 ist 
im Original aus den in Fig. 6 a, 6 b, 6 c gefundenen Stücken konstruirt, 
hier aber (S. 132) sind der üebersiclitlichkeit wegen alle Längen andert- 
halbmal vergrössert. Fig. 10c (S. 145) sollte eigentlich aus den in Fig. 10a 
«nd 10 b gefimdenen Stucken konstruirt sein, doch ist das auch schon in 
der OrigiaaJfigur nur mangelhaft ausgeführt. In Fig. 6e (hier S. 131), hat 
das Original a statt a^. In Fig. 9 h, S. 141 und 142, ist statt des Z des 
Or^nals aus Versehen s gesetzt worden. 

S. 151, Z. 9 (Pogg. Ann. Bd. 64, 1845, 8. 6, Z. 12): „Für diese LUngs- 
bew^ung ergiebt sich". ^ 8. 151, Z. 12 v. u. (6, Z. 12 v.u.): r^da statt 
r'^da. — 8. 151, Z. 9, 7, 3 v. u. (6, Z. 10, 8, 3 v. u.) hat das Original 
vor jedem der drei Ausdrücke gerade das entgegen gesetate Vorzeichen. — 
S. 152, Z. 3 V. u. (8, Z. 3 v. u.): l statt r. — S. 152, Z. 2 v. u. (8, Z. 2 v. u.): 
„weim" statt „wo". — 8. 153, Z. 4, 3 v. u. (9, Z. 14, 13 v. n.): „mit dem 
Element der andern in entgegengesetzter". ^ S. 154, Z. 4 (9, Z. 7 v. u.) 
fehlt im Original das Wörtchen „übt"; in einem der Sonderabdrüeke der 
Arbeit ist es, anscheinend von Grassmanns eigner Hand, hinzugefügt. — 
Die Figuren tragen im Original ebenfalls die Nuimnem 1, 2, 3, befinden 
sich aber auf Tafel I des betreffenden Bandes; hier sind sie sämmtlich ver- 
grössert. In Fig. 2 (S. 151 und 154) ist dui'ch ein Versehen an der wage- 
recht liegenden Geraden der überflüssige Buchstabe a hinzugefügt und au 
der Geraden, die die Scheitel der Winkel a und ß verbindet, der Buch- 
stabe r weggelassen worden. 

S. 162, Z. 20 Y. u. (Pogg. Ann, Bd. 89, 1853, 8. 70, Z. 6 v. u.): Bd. 13 
statt Bd. 23. — 8. 165, Z. 1 (74, Z. 3): „oder der andere". — 8. 170, 
Z. 18 V. u. (80, Z. 6 V. u.); ßb^ statt ß^b. — Die Figuren befinden sich im 
Orig. auf Tafel I des betreffenden Bandes und tragen die Nummern 16, 17, 18. 
S. 180, Z. 6 (Progr. 1854, S. 6, Z. 6 v. u): „bis" statt „fia". — 
S. 180, Z. 14 (7, Z. 1): J, -3-, -f. — S. 193 f. (19) steht mehrmals „Frauen- 
hofer". — S. 195, Z. 12 (20, Z. 8 v. u.): „der Tangenten". — 8, 200, 
Z. 10 V. u. (26, Z. 2): „Bringt man 2 ehene". 
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S. 209, Z. 12, 13 (Grelles Journal Bd. 83, 1877, 9. 63, Z. 7, 8) steht 
im Original Ö statt 6, was hier noch nicht am Platae ist, da erst nachher 
die unterstrichenen Buchstaben als Zeichen für Strecken gebraucht werden, 
deren Längen die niebtunterstrichenen Buchstaben bedeuten. -— S. 210, 
Z. 1, 6 (63, Z. 2 V. u., 64, Z. 4) steht im Original [a . b] and [r . a\b]; 
der Pnnkt ist hier als überflüssig weggelassen, zumal er in dem zweiten 
Ausdrucke 7.u einem Missverständniss Anlass geben kann (vgl. diese Aus- 
gabe I, 2, S. 384, Z. 13ff.). ~ S. 210, Z. 14 (64, Z. 11): i statt i. 

8. 212, Z. 2 V. u., 215, Z. 1 v. u. (Anhang zu Preyers Elementen der 
reinen Empfindungslehre 1877, 8. 8Ö, Z. 2 v, u., 87, Z. 1 v. u.): 1854 statt 
1853. — S. 220, Z. 20 (92, Z. 18 v. u.) fehlt im Original die Klammer 
hinter entepricht. 

S. 224, Z. 14 (Wiedemanns Ann. Bd. 1, 1877, S. 608, Z. 11 v. u.): 
A" statt Ä. — S. 228, Z. 8 v. u. (614, Z. 16): „den" statt „die". — 
S. 230, Z. 16 {616, Z. 16) steht zuletzt = statt =. — B. 234, Z. 12 
(621, Z. 13 f.): „hervorgeht". 

Zu den Abhandlungen über Mechanik, 

S. 6, Z. 5 — 2 V. u.: „Literaturzeitung" Hess damals die aweite Ab- 
theilung der von Schlömilch begründeten Zeitschrift für Mathematik und 
Physik; die SchlSmilchsche Beurtheilimg steht in Bd. 10, 1865. 

S. 71, Z. 5. Das genaue Citat ist: M^canique Celeste, I. partie, Livre IV, 
Ohap- 3, in Bd. II der Oeuvres completes (Paris 1875) S. 224—245. 
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Aiimertungeii 

zu den Äbliandlungen über mathematische Physik. 

L Ableitung der Krystallgeetalten. 
Programm der Ottosohule in Stettin, 1839. 

Die Ottoschule war eine Realschule zweiter Ordnung ohne Latein, 
also nach der heutigen Ausdrucksweise eine höhere Bürgerschale. 

Die in dieser Abhandlung angewandte Bestimmung der Erystallflächen 
durch Zeiger (Indices) hat auerst, im Jahre 1825, W. Wbewell vor- 
geschlagen. Unabhilngig von diesem und von einander haben sie dann 
im Jahre 1829 J. 0. Grassmann, der Vater unsers Grassmanm, und 
M. L. Erankenheim bekannt gemacht, aber erst die krystallographischen 
und mineralogischen Schriften von W. H. Miller haben ihr allgemeine Ver- 
breitung verschafft*). 

Die betreffende Schrift von örassmarms Vater hat den Titel; 
Zur physischen Krystallonomie und geometrischen CombirLationslebi-e. Von 

Justus Günther Grassmann. Erstes Heft. Stettin, bei Priedr. 

Heiar. Morin. 1829. 
Sie enthält XSIV und 184 Seiten 8** mit drei Figurentafeln und bildet das 
erste Heft des ersten Bandes einer vom Verfasser geplanten Zeitschrift: 
„Zur Mathematik und Naturkunde", von der vierteljährlich ein Heft von 
6 — 8 Bogen erscheinen sollte, die aber nicht über dieses erste Heft hiuaus- 
gediehen ist. Einen Ausang aus der genannten Schrift hat J. G. Grassmann 
selbst unter dem Titel: „Combinatorische Entwicklung der Krystallgestalten" 
in PoggendorfEs Annalen der Physik und Chemie veröffentlicht (Jahrg. 1833, 
Ergänznngsheft, S. 1 — 43, mit einer Kigurentafel ; enthalten in Bd. 30 dei- 
Annalen, Leipzig 1836). 

Es ist nun sehr merkwürdig, dass H. Grassmann in seinem Pro- 
gramme weder diese Schrift noch auch nur den Namen seines Vaters er- 
wähnt, obgleich er nicht blos die von seinem Vater entwickelten Vor- 
steDungen benutzt, sondern auch dessen eigenthümliche Benennungen. Deshalb 
halte ich es für nSthig, aus dem Inhalte der Schrift**) des Vaters Einiges 
mitzutbeilen, damit man sich wenigstens annähernd eine Vorstellung davon 
machen kann, was H. Grassmann der Schrift seines Vaters verdankt. 

J. G. Grassmann entwickelt die Lehre von de» Krystallgestalten als 
Anwendung einer „phorouomiseben Combinationslehre". Da die Lage einer 
Ebene und aller zu ihr parallelen Ebenen durch eine beliebige auf der 



*} Nach Tb, Liebisch, Geomeb'ische Krystallographie , Leipzig 1S81, bei 
W. Engelmann; vgl. Kap. XX. 

**) Wir bezeichnen dieae im Folgenden kura mit: „Ph. Kt." 
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Ebene senkrechte Gerade bestimmt ist, so kann, man statt eme fieihe v n 
Ebenen mit einander zu kombiniren, gerade Linien kombmiieu lie aui den 
Ebenen seiikreclit stehen und die alle durct einen Punkt srehen lede ■lOlcho 
Gerade „trägt" dann die auf ihr senkrechten Ebenen Jede duich. den 
Punkt gÄende Gera,de zerfallt in awei TheUe, die insofern "^le 7Ui Con 
stniction der EbeEen dienen, und dieselben tragen", „tragende Strahlen, 
auch schlechthin Träger" genannt werden. Zur Bezeicknung dieser beiden, 
einander entgegengesetzten Theile werden dieselben Buchstaben benutzt, YOn 
denen aber einer einen Accent bekommt. Drei durch den Punkt gehende, 
aber nicht in einer Ebene liegende Gerade werden zu Grunde gelegt und 
die sechs durch sie bestimmten Träger, die „Blementarträger", erhalten 
die Buchstaben; b, &', c, c', d, d'. 

Jedem der sechs Elementarträger wird nun eine bestimmte Länge er- 
theilt, die als Maass einer Bewegung aufzufassen ist, und die Kombination 
dieser Elementarträger geschieht, indem die betreffenden Bewegungen nach 
dem Parallelogramm der Kräfte zu neuen Bewegungen zusammengesetzt 
werden. Die Äufetellung der ans den gegebenen Elementen ableitbaren 
„phoronomisehen Compleiionen" bildet den Inhalt der „phoronomisehen 
Combiaationslehre", Dabei darf jedoch eine Kombination gleichnamiger 
Träger wie & und b' niemals stattfinden, weü diese „sich entweder gana 
oder theilweise aufheben, und die Natur entgegengesetzter Grössen haben". 
Die Richtungen der Elementarfcräger selbst sind die Hauptrichtnngen, 
die durch Kombination zweier unter ihnen entstehenden Richtungen heissen 
Zwischenrichtungen, durch Kombination dreier entstehen die Aussen- 
richtungen, die ausserhalb der durch die Haupfrichtungen bestimmten drei 
Hauptebenen liegen (Ph. Kr. S. 5—11 und 14). 

Die möglichen phoronomisehen Complexionen sind entweder Unionen 
oder Binionen oder Temionen. Um eine bestimmte Klasse von Temionen 
au erhalten, braucht man noch drei ganze Zahlen ß, y, ä\ die „Wieder- 
holungsexponenten", die angeben, wie oft jeder Elementarträger zur 
Bildung einer Complexion angewendet werden soll. Alle möglichen Com- 
plexionen mit den Wiederholungsexponenten ß, y, S erhält man daher aus 
der Complexion 6/*, c^ , Ä*, wo die Exponenten nur Wiederholungszeichen 
sind, indem man ß, y, S auf alle möglichen Arten vertauscht und in den 
entstandenen Complexionen noch einen, zwei oder drei der Elementarträger 
6, c, d durch den entgegengesetaten V, c', d' eraetzt. Diese 48 Kom- 
plexionen kann man einfacher schreiben, indem man blos die Wieder- 
holungsexponenten angiebt, diese gegebenen Falls mit Accenten versieht, 
imd festsetzt, dftös sich der erste Exponent immer auf ö oder b', der zweite 
auf c oder c', der dritte auf d oder d' beziehen soll. Die so erhaltene 
Tabelle der 48 Complexionen stimmt, von der Anordnung abgesehen, mit 
der hier auf S. 122 gegebenen überein, nur dass H. Grassmann statt 
j3, y, S schreibt 6, c, b. Zwei Complexionen heissen „ähnlich", wenn sie 
mit denselben Wiederholungsexponenten gebildet sind. „ AehnKche Com- 
pleiionen heissen gleichwerthig, wenn die durch i 
gleich sind. So sind &*c und h^d zwax ähnliche Comples 
in der phoronomisehen Combinationslehi'e nur dann gleichwerthig, 
nicht nur c ^ d, sondern auch die Winkel, welche diese Elemente I 
für sich) mit b machen, gleich sind" {Ph, Kr. S. 11 — 50). 
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Durcli jede phoronomische CoDiplesioii ist ein Träger bestimmt, der in 
seinem Bndpimtte eine auf ihm senkrechte Ebene trägt. Um nun die mög- 
lichen Erystall gestalten zu entwickeln, nennt J. G. Grassmann „mit den 
Krystallographen eine Gestalt eine einfache, wenn sie von lauter gleichen 
und ähnlichen Figuren als Seitenflächen begrenzt ist". Dann gilt der 
Hauptsatz der pboronomischen Gombinationslehre: „Die sämmtlichen 
gleichwerthigen Complexionea einer und derselben Form gehen 
allemal eine einfache Gestalt." Nämlich „gleichwerthige Träger werden 
Ebenen hervorbringen m.üaseii, welcbe nicht nur an sich gleich, sondern 
auch von gleicher relativer Lage sind, so dass äie sich um und um gleieh- 
nwssig begrenzen". „Die Aufgabe der phoroEomischen Comhinationslehre, 
dtu-ch deren Auflösung alle bisher in der Natur beobachteten Kry stall- 
gestalten auf rein mathematischem Wege ursprünglich erzeugt werden können, 
lässt sich nun etwa so fassen"; 

„Wenn nach der Zahl der Dimensionen des Eaums drei gerade sich 
gegenseitig halbirende Linien im Räume angenommen werden, die möglichen 
Lagen und Verbältnisae dieser Linie», und für jede derselben die ein- 
fachen und zusammengesetzten Gestalten zu bestimmen, welche aus den In- 
begriffen der gleichwerthigen Oomplexionen und aus deren Verbindung her- 

„Der erste Theil dieser Aufgabe giebt die möglichen Systeme der 
(Erystall-)Gestalten" (Ph. Er. S. 59—62). 

Endlich führe ich noch eine Stelle aus einem „Hypothese" über- 
schriebenen Abschnitte der Ph. Kr. an (S. 161—170, insbesondere S. 169): 
„1. Jede Krystallfläche rührt von einer darauf senkrechten Kraft her, 
und erseheint als die Wirkung derselben." 

„2. Es sind wenigstens drei solche, nicht in Einer Ebene liegende, 
Kräfte erforderlich, um eine Krystallgestalt zu bUden, von denen jede nach 
zwei entgegengesetzten Eichtungen. wirkt." 

„3. Es können an einem Krystalle alle die Flächen vorkommen, welche 
aus den einfacheren Combiaationen seiner Grundkräfte entstehen." 

„4. Zwischen je zwei oder drei Kräften von gleichen räumlichen Ver- 
hältnissen entstehen um und «m dieselben Combinationen, und bringen 
gleichnamige Elächen hervor, falls nicht andere Kräfte störend einwirken." 
„Aus diesen wenigen Sätzen, von welchen eigentlich nur der dritte 
völlig hypothetisch ist, aber durch eine vollständige Induction, so weit 
unsere Erfahrungen reichen, hinreichend erwiesen werden kann, folgen nun 
alle Erscheinungen der Krystallographie," 

Diese kurzen Mitteilungen, die freilich nur einen kleinen TheU des 
Inhalts der Ph. Kr. wiedergeben, werden zur Genüge erkennen lassen, dass 
H. Grassmann in seinem Programme sowohl inhaltlich wie in Bezug auf 
die Terminologie von der Schrift seines Vaters abhängig ist. Dagegen muss 
anerkannt werden, dass er die Grundgedanken wesentlich klarer und schärfer 
zum Ausdruck gebracht hat. Neu gegenüber der Schrift des Vaters und 
H. Grassmann eigenthümlich ist die mit rein elementargeometrischen 
HülFsmjtieln durchgeführte Konstruktion der Krystallgestalten und ihrer Be- 
gränzungsflächen. Deshalb sei das Grassmannsehe Programm der Beachtung 
der Krystallographen empfohlen, die es bisher noch gar nicht zu kennen 
scheinen; selbst in dem an Literaturnachweisen so reichen Lehrhuche von 
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Liebisch (vgl, S. 244 Amn.) wird d P <n. d ül h jt H Grass- 

maims Name gar nicht erwähnt. 

Uehrigeng ist H. Grassraann m All |, 1 !ii on 1844 

noch einmal auf die Krystallograph ti k k m h ter einem 

ganz andern GesiditBpunkte; vgl. di A g b I 1 S 81—284 und die 
Anmerkungen dazu S. 411— -413. 

Zu S. 131, Z. 5—3 V, u.: D A ! fi d t h tu li li in un- 

endlicher Eeme (ebenso S. 140, Z. 2—4 7 18 und S 146 Z. 13 f.). 

Zu S. 131, Z. 2 V. u. — 132, Z 2 In d Thai 1 d C stalt mit 
den Zeigern b, C, b, wo 6 der gr t 1 b i kl t Z fj ist, er- 

giebt sich Folgendes: Setzt man di H pth g 1 b 1 wird der 

Zwiscbenträger = y 2 , der Aussentrüg = yS 1 h l F stsetzung 

auf S. 131, Z. 8—11 der Haiiptr d _= (t + ) b 1 Z henradius 
= 1/2, der Aussenradius = (6 -)- c)"|/3 . (t -f C + b). Infol(^edessen be- 
kommt der Aussenpunkt a, der in dem durch die Axgh 010, 001, 100 
bestimmten Oktanten liegt, in Bezug auf diese Axen Eicbtstiioke (S. 126, 
Z. 10—8 V. 11.) gleich (t) -t- c) : (& -f c -f b). Soll nuu, wie es in Fig. 11 
eintritt, die senkrechte Projektion voa « auf die Ebene der Axen 010 und 
001 mit den auf diesen Äsen befindlichen Hauptpunkten h in gerader 
Linie liegen, so muss offenbar das Riobtstück (b + c) : (b + c -f- b) gleicb 
dem halben Hauptradius, also gleich (b -f- c) : 2 & sein, 'was nur für b =^ C + b 
eintritt. Dagegen ist es unmöglich, dass die Projektion von a auf die 
genannte Ebene mit den auf die Axen 010 und 001 faUenden Projektionen 
der beiden Zwiacbenpunkte 2 in gerader Linie liege, denn dann müsste das 
auf die Axe 010 bezügliche Richtstück (b -(- c) : (b -|- C + b) von a halb 
so gross sein wie das Bichtstücfe 1 des Zwisehenpuiites z, dessen Projektion 
in diese Äse f^Ut, es müsste also b -|- C = b sein, was hier ausgeschlossen 
ist. Man könnte endlich noch fingen, ob in der Projektion die beiden in 
einem Zwiscbeupunkte g zusammenstoasenden Kanten 2« in gerader Linie 
liegen können; soU das der Fall sein, so muss das auf die Axe 010 be- 
zügliche Eichtstäek des früher besprocbenea Aussenpunttes a gleich sein dem 
Eicbtstück 1 des Zwischenpunktes a, dessen Projektion in diese Axe f^llt, es 
muss also b =^ sein, was auf die in § 11 unter 3 besprochene Gestalt führt. 
Zu S. 136, Z. 12. Gemeint ist die Kante Ass. 
Zu S. 140. Im Originale ist kein § 17 vorhanden. 

IL Neue Theorie der Elektrodynamik. 
Pogg. Ann, Bd. 64 (1845). 

Zu S. 151, Z. 1—3. Nennt man' nämlich tp den Winkel awiscben 
dem Elemente b und seiner senkrechten Projektion auf die durch das 
Element a und durch die Mitte von b gelegte Ebene, so ist die Projektion, 
die Grassmann nachher mit b^ bezeichnet; öj^ = & cos rp. Nennt man 
femer s' den Winkel zwischen a und b^, sowie ß' den Winkel zwischen b^ 
und der die Mitten beider Elemente verbindenden Geraden, so ist: ct = ß' -\-e' 
und g> ist in dem sphärisoben Dreiecke mit den Seiten a, ß, s die auf die 
Seite a oder deren Verlängerung gefällte Höhe, mithin: 00s k= eost;' . costp. 
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Zu S. 151, Z. 17 V. u. Man erinnere sicli, dass die Amperesche 
Formel (l) eine lüraft darstellt, die positiv gerechnet wird in der Eichtung 
vom Scheitel des Wintels ß nach dem Scheitel des Winkels w. 

Zu S. 151, Z. 6 V. u. vgl. S. 152, Z. 11—7 v. u. 

Zu S. 154, Z. 7 V. II- Die Redeweise; „nach — ds zu differenzüren" 
ist etwas ungewöhnlich. Von den heiden Strömen, durch die nach 8. 153, 
Z. 7 — 1 V. u. das Element ids ersetzt wird, hat der erste die Wirkung; 

"•ooli._ij'l(l + oos.), 

der andere die Wirkung: 

-^ (1 + cos (<. + ^(v)) = - 1^ (1 + cos«) + ^ sin adc^ 

und diese Ausdrücke sind zu addiren. 

Zu S. 156, Z. 13 V. u. — 157, Z. 7. Im Nachlasse Grassmanns be- 
findet sich eine Sammlung paginirter und mit Inhaltsangabe versehener Auf- 
zeichnungen: „Elektrodynamik und Induction". Diese Aufzeichnungen 
stammen anscheinend noch aus dem Ende der vierziger Jahre, denn Grass - 
mann beschäftigt sieh darin unter anderm mit einer Arbeit von Franz Neu- 
mann (Allgemeine Gesetze der inducirten electrischen Ströme, aus dem 
Jahre 1845) und mit einer von W. Weber (Poggendortfs Annalen, Bd. 73, 
1848). Als Nr. 5 enthält diese Sammlung einen Abdruck der „Neuen 
Theorie der Elektrodynamik" und als Nr. 6, auf S. 29 eine „Bemerkung 
dazu". Es heisst da wörtlich so: 

„Die Formel 4 {hier S. 154) lüsst sich leicht geometrisch darstellen 
in der Form: 

« -:,'• 

wo ra.b eine Sirecke vorstellt, die gegen 6 nach derselben Seite liegt, 
wie a gegen r. Sind a und ß die Mitten der Elemente und k und ß die 
Fusspunkte des gemeinschaftlichen Lothes der Linien 4 und -B beider 
Elemente, so ist i i i i 

r^ß-^=.ß-ß + ß-^ + c,-a, 

(r)' '" r' -+ r' ' 
wo p — ß — ß das gemeinschaftliche Loih von A auf if. Der letzte Aus- 
druck ist —- —i — », der Winkel, den der erstere Ausdruck darstellt, 



• als Ausdruck der Anziehung 



wo —^ den Winkel der Bewegung darstellt." 

Das Verständniss dieser Betrachtung vrird dadui-ch erschwert, dass die 
Bedeutung der angewandten Produktzeichen nicht ersichtlich ist; von vorn- 
herein ist nur so viel klai-, dass die in den Zählern vorkommenden Buch- 
staben r, a, &, ebenso wie die Differenzen ß — ß u. s. w. (vgl, Aj, Nr. 222, 
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Zusatz, diese Ausgabe I, 2, S. 152) Strecken bedeuten. Zum Glück lägst 
sich aber aus einer späteren Arbeit Grassmaans (Zur Elektrodynamik, 
hier S. 203 — 210) die Bedeutung der Formel (1) entnehmen. Dort wird 
nämlicK (bier S. 210) die anziehende Wirkung des Elementes a auf das 
Element b in der Form: 



(1-) i'i[-:«l6 



WO die unterstrichenen Buchstaben die Strecken selbst dar- 
stellen, deren Längen durch die ununterstrichenen angegeben werden, und 
wo I das Zeichen für die innere Multiplikation ist (s. Ag, Kap. 4 und 
Kap. 5, § 7, diese Ausgabe I, 2, S. 112ff.; 207 ff.), während ra das äussere 
{kombinatorische) Produkt der beiden Strecken r und a bezeichnet (Aj, 
St. 254, d. Ä. I, 2, S. 169), , , 

Versteht man nun unter «, |3, a, ß einfache Punkte, so ist in der That 

und ausserdem offenbar; 

|3 — /3 = A,b, B — re = (t.ft, 
wo l und ^ Zahlen bedeuten, also ist das äus.sere Produkt [(« — «)«]= 0; 

bezeichnet man noch das gemeinsame Loth a^ als Strecke ß — a auf- 
gefasat, mit c (um das p zu vermeiden), so lässt sich der Ausdruck (l') 



Nach As, Nr. 180 (d, A. I, 2, S, 136) ist aber: 

\ba\l3\'^\b\h\a~\a\h\h 

\ca\h-\^[c\b^a-{_a\h]c, 
und da die Strecke c sowohl auf a wie auf Ö senkrecht steht, so ist: 
[c I «J =- [e I &] = 0, folglieh erhält (l') jetzt die Gestalt: 

(1") ^([&l&l«-[«iay-^[«i&]«- 

Hier stellt der zweite Theil augenscheinlich eine Sti-ecke dar, die dem 
gemeinsamen Lothe parallel ist, bestimmt also die Verschiebung, die das 
Element a dem Elemente h parallel zum gemeinsamen Lothe ertheilt (S, 156, 
Z. 7—5 V. u.). 

Der erste Theil stellt eine auf dem gemeinsamen Lothe senkrechte 
Strecke dar, bestimmt also die Drehung um das gemeinsame Loth, die das 
Element a dem Elemeate & mittheilt. Dividirt man die Länge dieser Strecke 
durch die Entfernung der Mitte ß des Elementes 6 von der Drehaxe, so 
erhält man den ^chwenkungswinkel (vgl. S. 154, Z. 16 — 13 v. u.). Kun 
ist die Entfernung des Punktes ß von der Drebase gleich der Länge der 
Strecke ß — - ß'= 1 . &, also gleich 1.6, wo auf das Vorzeichen von X keine 
Rücksicht genommen zu werden braucht, da sich A schliesslich weghebt. 
Femer [ö | &] = &- = 6^ und 

»■.»'-l«|6]'-l«6P 
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(Aa, Nr. 151, 333, 177, d. A, I, 2, S, 118, 211, 136), also besitzt die 
Strecke: [6|y « — [^i^ &, die wir kurz mit s bezeichnen wollen, die Länge: 



ferner ist; 

6.y[«&Jl = „.(>l.sin(i.flö) 

(Aj, Nr. 198, d. A. I, 2, S, 143), mitbin ergiebt sich jener Winkel gleich: 

Bedenken wir endlich, dass ab sin (i, «6) der Tnlalt de Pa ill 1 
gramms ist, äas durch die beiden Strecken a, h bestmnt 1 und ta- 
der Grösse, der Lage und dem Sinne nach durch da au& e P od kt 
[aö] dargestellt wird (A^, Nr. 254, d A I 9 q ißgj nehn e wi no h 
hinzu, dass die drei Strecken w, ö, ^ alle *inf dem ^ nem ane Lothe 
senkrecht stehen und dass [&s] = b^\ha] ist so eikennen ii lass von 
dem gemeinsamen Tjothe aus gesehen m Bezug auf ö na h le selbe» Se te 
hin liegt wie «, dass also der Sinn dei Drehung Ue a 1 ervorzu -ufen st ebt 
mit dem ümlaufungs sinne des Parallel oj^rimms ['f]^ — [ ^] leen 
stimmt. Demnach können wir, wenn wir wollen, den erwS,hnten Winkel 
nach Grösse und Sinn durch den Ausdiiick 

darstellen und wir gelangen so zu einem Ausdrucke: 

für die Wirkung des Elementes a auf das Element b, der mit dem von 
Grassmann angegebenen bis auf die Bezeichnung Übereinstimmt und in 
dem der erste Theil einen Winkel bestimmt, dessen Ebene auf dem gemein- 
samen Lothe senkrecht steht, der zweite eine zu diesem Lothe parallele Strecke. 

"Was den Unterschied der Bezeichnung angeht, so ist zu bemerken, 
dass Grassmarn in dem mitgetheilten Manuskripte den Punkt erst als 
Zeichen für die innere Multiplikation eines Mäehenraimis und einer Strecke 
benutzt, dann als Zeichen für die äussere Multiplikation zweier Strecken; 
das innere Produkt zweier Strecken wird dagegen, wie in der geometrischen 
Analyse (d. Ä, I, 1, S. 347 ff.) durch X angedeutet. , i 

Liegen die Elemente a und b in einer Ebene, so wird ^ — n = c 
gleich Null, der Ausdruck (1") reducirt sich also auf sein erstes Glied, 
das, ■vom Vorzeichen abgesehen, mit dem Ausdrucke (6) auf S. 156 über- 
einstimmt. Dass in dieser Formel (6) das Minuszeichen fehlt, erklärt sieh 
daraus, dass Grassmann bei (6) nicht daran gedacht hat, auch den Sinn 
der Drehung durch die Formel ausaudrlickea, zumal er diesen Sinn vorher 
(S. 154, Z, 7 — 13) deutlich genug beschrieben hat. 

Nunmehr wird es auch verständlich, was Grassmann mit den Worten 
auf S. 157, Z. 2 f. gemeint hat. Nändich der Ausdruck: 
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bestimmt je nach der Bedeutung, die man dem Produkte a , h giebt, die 
eme oder die andre der beiden Bewegungen, ia die sich die Bewegung des 
Elementes }> Kerlegen üisst: fassi man « . & als äusseres Produkt, so be- 
kommt man die Grosse der Schwenkung um das gemeinsame Loth, fasst 
man es als inneres Produkt auf, so erhält man ein Maass für die Ver- 
schiebung parallel dem gemeinsamen Lothe. Diese Verschiebtmg selbst er- 
halt man, indem man [a|?i]:»-' mit — c = iv ~ (3 multiplicirt: es ist be- 
merkenswerth, dass sowohl die Schwenkung als die Verschiebung nur den 
Sinn wechseln, wenn man a mit h vei-tauseht, denn [ö«] = — [ab], aber 
[ö I a] = [a I &] und ^ — k = — (« — ^), die Analogie mit der Gravitation 
ist also in der Thit so volKtlndig wie nui möglich 

Zu S. 158, Z 14 — S \ u Auch über diesen Punkt finden sich in 
den vorhin erwähnten Aufzeichmm^en längeie Entwi knlungeii, über die ich 
vielleicht im dritten Binde bein.htei weide 

in. Zui Thpoue dei Faibenmjsuhung. 
Pogg, Ann. Bd. S9 (t853). 

Zu 8. 161, Z. 6. Gemeint ist die Abhandlung: „üeber die Theorie 
der zusammengesetzten Farben", Pogg. Ann. Bd. 87, S. 45 — 66 (1852), 
abgedruckt aus Müllers Archiv für Anatomie und Physiologie, 1852, 
S. 461—482, 

Zu S. 162, Z. 20 V. u. In Pogg. Ann. Bd. 23, S. 435—443 (1831) 
befindet sieh ein Auszug aus einer Arbeit von Brewster: „Ueber eine 
neue Zerlegung des Sonnenlichts, die in drei Grundfarben, welche eoinci- 
dirende Spectra von gleicher Länge bilden (Edinb. Joum. of Science, N. S, 
Vol, V, p. 197). Auf S. 441 f, heisst es da: 

„Im Sommer 1799, an einem ganz heiteren Tage, um die Mittagszeit 
erhielt Haßsenfratz, mit einem Bündel Sonnenlichts, den er durch eine 
25 Decimillimeter weite Oeffnung in ein dunkles Zimmer geleitet, und unter 
der Bedingung, dass Ein- und Austrittswinkel gleich waren, auf ein Prisma 
fallen lassen hatte, ein Spectium von 360 Millimeter Länge, worin alle 
Farben vom Purpur bis zum Both deutlich zu erkennen waren. Beim Unter- 
gang der Sonne, aJs sie gelb erschien, hatte das Spectrum, eine geringere 
Lange, und ein mehr oder weniger beträchtlicher Antheil des Violett war 
verschwunden, ja fehlte, wie das Purpur, zuweilen gänzlich." 

Zu S. 167, Z. 10 f. In der von W. Abendroth herausgegebenen Leb er- 
setzung des ersten Buches von Newtons Optik (Ostwalds Klassiker der 
esakten Wissenschaften, Nr. 96, Leipzig bei Engelmann, 1898) findet man 
die Regel auf S. 99 — 101 ils T osun^ dei Autgabe 2: „In einer Mischung 
von primären Farben aus dei gegebenen Quantität und Qualität jeder ein- 
zelnen die Farbe der Zusammeusetzui g e.u finden." 

Zu S. 168, Z. 13—8 V u In dei auf S. 161 angeführten Arbeit 
von Helmholtz auf S. "iSfi 

Es ist von historischem Intete^sse A&&t Tnssmann seine Theorie der 
Farbenmischung schon im Oktober 1H52 der physikalischen Gesellschaft zu 
Stettin in einem Vortrage mitgetheilt h<it Ii,h entnehme das den „Mit- 
theilungen über die Thätigkeit der physikalischen Gesellschaft zu Stettin in 
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den Jahreu vou 1835 — 1867. Aus den Protokollen der Gesellschaft in 
deren Auftrage zusammengestellt von H. Balsam. Stettin 1868. Druck 
von E. Grassmann." Dort heisst es auf S. 60 f.: 

Aütum Stettin, den 38. Oktober 1852. 
„Prof Grassmann über die neuesten Entdeckungen, auf dem Gebiet 
der Farbenlehre. Nachdem der Vortragende auvörderst eine historische 
Uebersicht ftber die verschiedenen Ansichten von den Farben und deren 
Mischung gegeben hatte, zeigte er, dass man, um zu einer Entscheidung 
zu gelangen, vor allem die objektiven Erscheinungen, vrie sie sich ver- 
mittelst des Prismas zur Anschauung bringen lassen, von den subjektiven 
Faibeneindräeken zvt sondern habe. Er wies darauf hin, wie die Farben, 
welche durch Zerlegung vermittelst des Prismas hervorgehen, sich objektiv 
nur durch ihre Schwingungsdauer unterscheiden, und dass die Schwingungs- 
dauer für das äusserste Roth ungeföhr doppelt so gross sei als für das 
äusserste Violett. Hieran knüpfte er einen Bericht über die von F. W. Unger 
im 57. Bande der Poggendorffschen Annalen mitgetheilte Farbenharmonie. 
TJnger vergleicht die Farbenskala vom äussersten Koth bis zum äussersten 
Violett mit der Tonskala, indem er für das äusserste Roth einen beliebigen 
Grundton und dann diejenigen Farben und Töne einander entsprechend setzt, 
deren Schwingungsdauer zu der Schwingungsdauer jener beiden in dem- 
selben Verhälbiiss steht. Er behauptet nun, dass diejenigen Farben, welche 
den Tönen eines Aecordes entsprechen, auf das Auge den wohlthuendsten 
Eindruck hervorbringen, namentlich die 3 Farben Roth, Gelb, Blau, welche 
dem Dur-Aceorde entsprechen, und welche er auf den Gemälden der vor- 
züglichsten Maler, namentlich Eaphaet's, dnrchaus vorherrschend findet. Der 
Vortragende ging darauf zu den subjektiven Farben -Eindrücken über und 
zeigte, dass das Auge nicht im Stande sei, die Mannigfaltigkeit verschie- 
dener auf denselben Raum gebrachter Farben zu unterscheiden, sondern dass 
sich diese Farben zu einem Gesammteindmcke vermischen, in welchem 
ausser dem Farbentone zwischen Koth und Violett nur noch die Beimischung 
des Weissen unterschieden werden kann. Hieran knüpfte er den Bericht 
über zwei Aufsätze von Helmholtz in dem letzten Bande der Poggendorffschen 
Annalen und hob besonders hervor, dass es nach den Versuchen von Helm- 
holtz nur 2 Farbenpaare gebe, welche kombinirt Weiss liefern, nämlich 
erstens Gelb imd Ultramarin, wie dies Helmholtz unmittelbar durch Be- 
obachtungen nachweist, und zweitens Roth und Grün. Letzteres behauptete 
der Vortragende aus den Versuchen von Helmholtz folgern zu müssen, indem 
die Versuche überall auf diese Mischung des Roth und Grün hinzuweisen 
schienen. Zwischen diesen 4 Farben, Roth, Gelb, Grün und Blau, die 
hiemach als die eigentlichen Grundfarben aufzufassen seien, ordnete der 
Vortragende die übrigen Farben in der Art unter, dass je 2 dieser Farben 
gemischt die mittlere Farbe, jedoch mit Weiss vermischt liefern." 

In Grassmanns Nachlass befindet sieh eine kurze Notiz: „Zur 
Theorie der Farbenmischung 1876", aus der hier Folgendes mit- 
getheilt werden möge: 

„Helmholtz in seinem Handbuch der physiologischen Optik (1867) 
S. 277—308 hat die Sätze der Farbenmisclmng aus meiner Abhandlung (l853) 
aufgenommen, nm- dass er statt himmelblau den passenderen Namen Cyan- 
blau (Berlinerblau) einfährt, und Purpur als eine nur durch Mischung des 
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äussersten Eoth und äussersten Tiolett herstellbare Earbe (vielleiclit nach 
der Tahelle 237 die Oktaye jenes Eoth) hezeichnet. Von den Abweichungen, 
welche theils auf der Empfindlichkeit des Auges, theils auf ohjektiven Ver- 
änderungen (Diffraktion, Zerstreuung, Fluorescenz, Eigenlicht) im Auge he- 
ruten, und von denen unten die Kede sein soll, abgesehen, hat er noch 
folgende wichtige Bestimmungen hinzugefügt. {Hier folgt eine Tahelle der 
Wellenlängen der Praunhofersehen Linien, die zur Ahgräaizuag der Farben 
dienen , und eine graphische Darstellung der Complementärfarben , nach 
Helmholtz, S, 277.] 

„Die wesentlichen Ergänzungen sind auch durch Hölmholtz nicht ge- 
liefert. Es fehlt die Bestimmung des Purpurs, welches mit einem bestimmten 
Grün "Weiss liefert. Femer die Bestimmung der Farbe, welche mit zwei 
eomplementären gleichviel Weiss liefert , kurz die verlangte einfache Be- 
obachtungsreihe ?.ur Feststellung der Farbenmischung ist nicht ausgeführt. 
Dagegen ist eine Keihe, freilich auch nur fragmeutarischer Beobachtungen 
angeführt, welche den Gesetzen der Farbenmischung widersprechen würden, 
wenn sie nicht auf sekundären Processen oder auf unvollkommener oder 
irriger ScMtzung oder auf Uaempfindlicbkeit der Sehneryen beruhten." 

„Hierher gehört erstens, dass die Stärke der Lichtempfindung für ver- 
schiedene Farben nicht proportional ist der lebendigen Kraft der Aether- 
sehwingungen. Dies beruht einestheüs darauf, dass die Aetherschwingungen 
der verschiedenen Farben durch die durchsichtigen Mittel des Auges in ver- 
schiedenem Grade geschwächt, manche wie die ultrarothen, gar nicht dui-eh- 
gelassen werden, theils auf Zurückwerfung im Auge, theils auf der un- 
gleichen Empfindlichkeit der Nerven für verschiedene Farben bei verschiedener 
Helligkeit; bei schwacher Beleuchtung sind die Nei-ven für die brechbareren 
Farben empföngUcher als für die weniger brechbaren, umgekehrt bei stärkerer 
Beleuchtung. Für die Strahlen von mittlerer Brechbarkeit ist das Auge für 
Farbenunterschiede am empfindlichsten. Immer bleibt die Abschätzung der 
vei-schiedenen Lichtstärke verschiedener Farben etwas schwankendes, zum 
Theil von subjektiven Urtheilen ablüingiges." 

„Aber auch für gleichfarbiges Licht ist die Stärke der Lichtempfindung 
nicht proportional der objektiven Lichtstärke, indem nämlich bei wachsender 
objektiver Helligkeit die Lichtempfindung in geringerem Maasse wächst." 

„Zweitens ändert die grössere Helligkeit auch die Qualität des empfun- 
denen Lichtes, indem dadurch Weiss zugemischt erscheint, ja bei sehr intensiver 
Helligkeit, das Licht als vollkommen weiss erscheint; ein gevrisses Gelb und 
ein gewisses Blau ändern dabei nicht ihren Farbenton, die Farben, welche 
brechbarer sind als jenes Blau, lassen ihren Farbenton allmählich in dieses 
Blau übergeben, alle übrigen in jenes Gelb. Die dazu erforderliche Intensität 
ist sehr verschieden. Eine sehr geringe Steigerung der Helligkeit reicht 
hin, am die überblauen Töne dem blauen zu nähern, weiter in diesen zu 
verwandeln und weiter ihn in Weiss übergehu zu lassen. Hingegen er- 
fordern die Farben, je weniger brechbar sie sind, eine desto grössere In- 
tensität, um den ganzen Uebergang zu vollenden, Both eine kaum erreich- 
bare, Gelb erst bei blendender Helligkeit (Helmholtz 233, 234)." 

„Da vrir bei schwachem Lichte die Farben, namentlich die brechbareren, 
vollkommener zu unterscheiden vermögen als beim starken, und bei jenem 
sich (Helmholtz 234) die blauen Töne des Spektrums mehr dem Indigo, 
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Violett dem Kosa näkert, so werden wir diese letateren als die urspräng- 
liehen, die ersteren als durch Erteilung modiflcirt betrachten können. Bei 
den üb er violetten Strahlen, soll sich (?) bei äusserst schwacher Beleuchtimg' 
die Folge umkehren (von Bosa bis Blau), während sie bei etwas stärkerer 
Beleuchtung bläulich weiss (laveudelgrau) werden. Zur Erklärung dieser 
Erscheinungen hat man zweierlei ins Äuge zu fassen a) die Pluorescenz 
der Ä-Ugenmedien und zwar grünliche (bläuliche) der Netzhaut, die auch 
unabhängig nachgewiesen ist, und aus der Heimholte; die Erscheinungen der 
übervioletten (üherblauen) Sia^hlen erklärt, und wohl noch eine gelbliche, 
die für das Roth als negativ anzunehmen wäre, die aber nicht für sich 
nachgewiesen ist, b) die bei grösserer Helligkeit zunehmende TJnempfäng- 
Kchkeit für Unterscheidung der Farben, welche bei den üherblauen Tönen 
schon bei massiger Helle eintritt, bei den am wenigsten brechbaren erat 
bei blendender Helle." 

In seinem „Handbuche der physiologischen Optik", Leipzig bei Leopold Voss, 
1867 erwähnt Helmholtz die Grassmannsche Arbeit auf S. 283, 295, 
307. Auf S. 307 heisst es: „Bie Untersuchung der gemischten Spectral- 
farben nach einer besseren Methode, welche ich ausfahrte, hob die schein- 
baren Widersprüche {vgl. hier S. 161} gegen Newtons Regel auf, soweit 
sie sich auf die Anwendbarkeit der Schwerpunktskonstruktionen beziehen; 
dagegen musste ich freilich die Kreisform des Parbenfeldes Grasamann 
gegenüber als unerwiesen stehen lassen." 

Endlich will ich hier noch einige Bemerkungen beifügen, die mir mein 
Freund 0, Külpe in Würaburg zur Verfügung gestellt hat: 

Die Abhandlung in Poggendorffs Ännsilen Bd. 89 ist von grundlegender 
Bedeutung für die Lehre von der Farbenmischimg innerhalb einer physiologi- 
schen oder psychologischen Optik geworden. So erklärt Heimholt« (Physiolog. 
Optik 2. Auä. S. 326): „Die physiologischen Voraussetzungen, welche der 
Ausführbarkeit und Richtigkeit eines solchen Verfahrens [der geometrischen 
Darstellung des Farbemischungsgesetzes von Newton] zu Gründe liegen, hat 
Herr H. Grassmann herausgesondert und hingestellt." Auch E. Hering hat 
die thatsächliche Richtigkeit der drei von Grassmarm in dieser Abhandlung 
entwickelten Gesetze aaerkajmt und möchte sie nur durch einen vierten Satz 
ergänzt wissen, nach welchem „gleich aussehende Lichter einander gleich 
bleiben, wenn man die Intensität eines jeden in demselben Verhältniss ver- 
mehrt oder vermindert" (lieber Newtons Gesetz der Farbenmischung, Lotos, 
Jahrb. für Naturwiss. N. F. VII. Bd. S. 242 f.). Zugleich hat freüich Hering 
(ebd. S. 225 ff.) gezeigt, dass die Voraussetzungen, von denen sich Grass- 
mann bei der Deduktion seiner Sätze hat leiten lassen, unzutreffend sind, 
indem hier beständig subjektive (Empfindungs-) und objektive (Licht-)Werthe 
mit einander vermengt und Annahmen vertreten werden, die nachweislich 
irrig sind. Dazu gehört, dass jeder bestimmten "Wellenlänge des Lichtes nur 
ein bestimmter Farbenton der Empfindung entspreche, dass nm^ die Inten- 
sität der Empfindung, nicht ihre Sättigung oder ihre Qualität, sich ändere, 
wenn sich die Iat«nsität des sie erzeugenden Lichtes vermehre oder vermindere, 
dass endlieh der letzteren die Helligkeit der Empfindung proportional sei. 
Schon in der ersten Auflage der Helmholtaschen physiologischen Optik waren 
Beobachtungen mitgotheilt, die diesen Annahmen durchaus widersprechen. Merk- 
würdiger Weise ist Grassmann in dem ungedruckten Manuskript (S. 252 ff.) 
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m Hinljb k aul & LhH B ol ai,htim^en dei Mmn ng ilais sie mit den Ge- 
setzen dei Fall Bnmischutig imveieinbax seiPii Hiei sowohl wie in dem 
Anhang z Ireyeis Schritt (& 213—221) wird dahei an jenen irrigen 
"N uiauiSsetztingeu festgehalten nnd eine Keihe setunlliei Unstände, wie un- 
voHkommene bchdtzung odei Flnorescena dei Aicenm d , zur Erlilärung 
dei entgegenstellfinden Thatsachen heiangezogen 

I\ Upbeiiiulit dei Akustik und dei uiedein Optik. 
Piogfamm I85i, 

Urspiiinglich wai ich zweifelhaft, ob sich der Wiederabdruck dieses 
Piogiamms lohnte, ich habe mich aber doch dafür entschieden, weil es 
wegen der fetoftauswahl und dei Daratellimg pädagogisches Interesse besitzt, 
dazu kommt noch, dass es lUe erste "Veröffentlichung ist, in der Grass- 
minn die Grundznge seinei Yokaltheorie bekannt gemacht hat (vgl. S. 222, 
Z. 6 , «) 

V. Zur Elektrodynamik. 
Ccellea Journal Bd. 83 (1877). 

Zu S. 203, Z. 9 f., 16—19. Die bier erwähnten Abhandlungen von 
Claisiüs- smd 

Ueher die Ableitung e uks neuen elektrodynamischen Grundgesetzes", 
Cielles, Journal Bd 82 S 85—130 (1877). 

Ueber e n neues ( rundgesetz der Elektrodynamik". Vorgetragen in 
dei N edenhe n Ges ftü Katur und Heilkunde am 6, 12. 1875 , Pogg. 
Ann Bl 156 (0 Rehe Bd 6) S. 657—660 (1875). 

Uebei da« Verhalten les lektro dynamischen Grundgesetaes zum Princip 
von dei Jiih^ltung der Ene g e nnd über eine noch weitere Vereinfachung 
des eisteren aub den Schnften der niederrhein. Ges. mitgetheilt vom Verf. 
Pogg Ana Bd 157 (6 Ee he BI. 7), S, 489— -494 (1876). 

Endlich n den Verhandlungen des naturhistorischen Vereins der preuäsi- 
schen Ehemprovina und Westtilen, 33. Jahrgang (4. Folge, 3. Jsihrgang) 
Bonn 187b /ueiit kurz m emem Vortrage in der Sitzung vom 7. Februar 
1^76 Das Veihalten de elektrodynamischen Grundgesetzes zum Prinzip 
von der Erhaltung doi Energie und über eine noch weitere Vereinfachung 
des eisteien ^itiungsheriLhtö S. 18 — 22, ausführlicher in der Arbeit: 
„Uehei d e Behandlung de zwischen linearen Strömen und Leitern statt- 
findenden ponderDn otor sehen und elektromotorischen Kräfte nach dem elektro- 
dyuamist.hen Giundgesetze Veihandlungen S. 407—430. 

TJebngens hat Clausius sotort die Berechtigung des von Grassmann er- 
hobenen Anspruchs anerkannt und zwar noch in demselben, 83. Bande des 
Crellesohen Journals, wo man auf S. 262 f. die nachstehende Mittheilung findet: 

Ueber das Grass mann sehe Gesetz der ponderomotorisclien Kraft. 
(Von Herrn R, Clausins in Bonn.) 

Herr H. Grassmann macht auf S. 57 d. B. darauf aufmerksam, dass 
die Ausdrücke, welche man aus dem von mir aufgestellten elektrodynamischen. 
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Grundgesetze*) füi- die Corapoiienten der ponderomotorLaehen Kraft zwischen 
zwei Stromelementen ableiten kann, genau mit dem Ton ihm schon im 
Jahre 1845 für diese Kraft aufgestellten Gesetae**) übereinstimnien. Dass 
mir dieses entgangen war, hat seinen Grund in einem eigenthümlichen Um- 
stände. Ich wusste sehr wohl, dass Herr Grassmann ein yon dem 
Amp ereschen abweichendes Gesetz für die ponderomotorische Kraft auf- 
b hat, indem ich seine interessante Abhandlung vor langer Zeit ge- 
t hatte, ohne mir jedoch damals, wo ich mich nicht spedell mit dem 
chäfügte, die betreffende Formel fest einzuprägen. Als nun 
dem auf die gegenseitige Einwirkung bewegter ElektricitätstheUchen 
bezüglichen neuen Grundgesetze auch für die zwischen zwei Stromelemeuten 
wirkende ponderomotorische Kraft neue Ausdrücke hervorgingen, welche mit 
dem Ampereschen Gesetze nicht tibereinstimmten, dachte ich sofort daran, 
sie mit dem Grassmannschen Gesetze zu vergleichen, da mir aber jener 
alte Band von Poggendorffs Annalen nicht zur Hand war, so schlug ich 
den betroffenden Jahrgang der „Portschritte der Physik" nach. Hier***) 
fand ich einen Auszug der Grassmannscien Abhandlung und darin eine 
Ponnel, welche als die Urasamannsche angeführt ist. Diese verglich ich 
mit den aus dem Grundgesetze hervorgehenden Ausdrücken, , uud da ich 
sie mit denseibea nicht übereinstimmend faad, so betrachtete ich damit die 
Frage als erledigt, indem ich keinen Grund hatte, au der richtigen Wieder- 
gabe der Pormel zu zweifeln, und deshalb auf eiae weitere Pi-üfung oder 
Controle einzugehen. 

Jetzt aber ersehe ich aus der Note des Herrn Grassmann, infolge 
deren ich mir auch seine Originalabhandlung verschafft habe, dass mein 
Vertrauen auf jenen. Auszug mich getäuscht hat, denn die Formol ist in 
demselben in der That unrichtig wiedergegeben. Herr Grassmann hat 
nämlich das Stromelement, welches die Ki-aft erleidet, mit h, und die Pro- 
jeotion desselben auf eine gewisse Ebene mit I)j bezeichnet. In seiner 
Formel kommt nun die Grösse 6j vor, in jenem Auszuge aber steht an 
Stelle derselben 6. Dass hierin eitte Abweichung von der Original&bhandluag 
liege, konnte mir um so weniger in den Sinn kommen, als in drei der 
Schlussformel voraufgehenden Formeln ebenfalls immer b statt \ steht, 
und überhaupt das Zeichen (»^ mit seiner Erklärung in dem ganzen Aus- 
zuge nicht vorkommt. 

Nachdem ich nun die richtige Formel kennen gelernt habe, kann ich 
natürlich nur bestätigen, was Herr Grassmann sagt, dass sie mit den 
aus dem neuen Grundgesetze hervorgehenden Ausdrücken vollkommen über- 
einstimmt, und ich freue mich, mit einem so gelehrten und scharfsinnigen 
Forscher in Untersuchungen, die auf ganz verschiedenen Wegen geführt 
smd, zusammengetroffen zu sein. Bonn, im Mai 1877. 

Zu S. 210, Z. 4 — 9. Wir begnügen uns, umgekehrt nachzuweisen, 
dass aus der Formel (2*) für die Kraft die Formel (l) für die a;-Komponente 
der Kraft folgt. Zu diesem Zwecke setzen wir, wie Grassmann es nachher 
selbst andeutet; 

*) Dieses Journal Bd. 82, S. 85. 
*'^ Poggendorffs Annalen Bd. 64, S. 1. 
***) Fortschritte der Phjsii Bd. I (1845), S. 625. 



y Google 



über mathematisclie Physik. "V— VT!, 257 

a = i' (dx'e^ + di/'e<i + dz'e^) 
ö = * (dx Cj + rfj/ 63 -f- dz Cj) 
und fiaden zunackst: 

wo das Zeichen 2 die cyklische Summe in Bezug auf die ludiees 1, 2, 3 
und die Buchstahen x, y, Z bezeichnet. Ferner ist (Ag, Nr. 147 und 148, 
d. Ausg, I, 2, B. 115f.): 

[«1 1 %] - \e, N.1 = 
[<^i «a I ei] = «a > [^1^2 1 e^J -= - [e^ «^i i ^s] = - ^i , 






Demnacii wird: 

p = Xej 4- Tcg + Ze^ 
und: 

X = ^ |da:'^(a; — a;')(ia: — (a; — a;')£da:(laT'} , 

was mit S. 204, Z. 8 y. u., also auch mit (l) übereinstimmt. 

VI. Benierkuiigeii zur Theorie der Farbeiierapfindungen (1877). 

Zu S 21b, Z 20 In dei phyäiol Uptik 1^1 Au'is; ) heisst es auf b 282, 
Z. 3- — 7: „Der Faiheneindiuoli., den eme gewisse Quantität t beliebig ge 
mischten Lichtes macht, kann itets luch hei vorgebracht weiden durch 
Miachung einei gewissen Quantität a weissen Lichte'! und eiae) gewissen 
Qaantität ö eiaei gesattigten Faihe (Spectiiliiihe odei Purpui) von be 
stimmtem Firbentone " 

Zu dem gmzen Aufsit/e vei^leivhe mm noch die Anmerkungen auf 
S. 251— 25a 

VII. Ueljfr dip physikaliscln, Nitui der Spracblaute, 
"Wiedeminns Ännalen Bd, 1 (1877). 

Zu S. 222, Z 5 V u BaJd nafhber hatte Grassmann seine Theorie 
der physikalischen Gesellachaft zu Stettm ausführlicher mitgetheilt. In den 
auf S- 251, Z. 2 V u antrefuhrten „MitthciluBgen" liest, man auf S. 65—67: 
Actum btettin, den 2. November 1854. 

Der Professor Grassmann hält einen Vortrag aber die physikalische 
Natur der Sprachlaute. 

Der Vortragende gab zuerst eine kurze TJebersicht über die bisherige 
Theorie der Vokaltöne, wie sie namentlich durch Willis entwickelt worden 
ist; und fand das Mangelhafte dieser Theorie darin, dass erstens das Wesen 
des Vokales in ihr nicht klar hervortritt und zweitens in ihr nur Eine Eeihe 

Graasmunn, Werke. U. S, 17 
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von Vokalen angenommen wird, während doch die Vokale imeniilicli viele 
TJebergänge gestatten, und daher nicht in einer Linie sondern nur in einer 
Fläche dargestellt werden tonnen. Darauf versuchte der Vortragende, diese 
Theorie dnrch eine Reihe Ton Versnohen zu vervollständigen. Er zeigte, 
wie man bei jedem Vokale ausser dem Grundtone, in welchem der Vokal 
gesungen wird, noch einen oder mehrere leise mitklingende Nebentöne ver- 
nimmt. Und dass diese mitklingenden Nebentöne es sind, welche dem 
Schalle diejenige Modifikation mittheilen, welche wir mit dem Namen eines 
Vokales bezeichnen. Es zeigte sich, dass diese NebentÖae bei dem TJeber- 
gänge von M durch i* zu * nur einfach auftreten, und hier jedesmal die- 
selben sind, welche man bei gleicher Mundstellung durch Pfeifen hervor- 
bringen würde. Es zeigte sich ferner, dass diese Nehentöne jedesmal die- 
jenigen Töne sind, welche au dem gesungenen Grundtone die harmonischen 
Nebentöne, d. h. diejenigen Töne sind, welche eine den Grundton angebende Saite, 

nach und nach hervorbringen würde, wenn man sie in 2, 3, 4 Theile 

theilte. Man konnte diese Töne verfolgen vora eingestrichnen bis zum vier- 
gestrichnen g. Und zwar gaben die Nebentöne von g bis g den Vokal m, 
voa da bis ~g den Vokal ü, von da bis zum g und vielleicht noch höher 
hinauf den Vokal i; woraus sich schon ergiebt, dass es unmöglich ist auf 
einen hohem Ton als das g den Vokal u zu singen. Als das Wesen des 
Vokales a ergab sich das Mitklingen eines ganzen Accordes von Nebentöneu, 
welche alle fast von gleicher Stärke sind. Der so mitklingende Accord 
besteht aus den ersten 8, und bei säehsiscber Aussprache aus den ersten 6 
harmonischen Nebentönen; woraus schon hervorgeht, dass weder bei sehr 
tiefen noch bei sehr hohen Tönen ein reines a za singen möglich ist, in- 
dem es dort dem o, hier dem e sieh nähert. Dann ging der Vortragende 
zur Betrachtung der Konsonanten über. Unter ihnen sind die Semivocales 
sowie die weichen Hauehe (w, s, j) noch von einem Gnmdtone von be- 
stimmter Höhe begleitet. Unter den Semivokalen wurden zuerst die Nasale 
betrachtet. Es zeigten sich hier bei jb, «, ng dieselben Nebentöne wie bei 
«, i, a, mit dem Unterschiede, dass die Nebentöne hier den örundton mehr 
überwuchern, und daher schon dem Laute mehr der Charakter eines Kon- 
sonanten verlieben wird. Bei dem l tritt eine Gruppe von Nebentönen, 
welche je nach der Aussprache die Nebentöne des ä bis i sind, hervor, 
aber viel stärker mitklingend als bei den entsprechenden Vokalen, und von 
den Nasalen dadurch verschieden, dass diese Tongruppe plötzlich hervortritt. 
Das r zeigte sich als ein schneller mehrfach wiederholter Wechsel zwischen 
dem l und dem Vokale. 

Bei den Semivokalen fehlt das GerHusch, welches allen Übrigen Kon- 
sonanten eigen ist. Das Geräusch besteht in dem Zugleicherklingen mehrerer 
unharmonischen Töne. Bei den Konsonanten ist aber in diesem Geräusche 
dennoch eine Höhe und Tiefe zu unterscheiden, indem die unharmonische 
Tongruppe bald höher bald tiefer liegt, bald einen grösseren bald einen ge- 
ringeren Umfang einnimmt. Die Stosslaute (^, i, k u. s. w.) unterscheiden 
sich von den Hauchen nur durch ihre kurze Dauer. Es erschien daher nur 
nothwendig, die Hauche näher zu betrachten. Unter ihnen zeigen die 
weichen Hauche noch einen aus der Stimmritze hervorgehenden Ton neben 
dem Geräusche. Dies Geräusch umfasst bei den Gaumenbuchstahen die 
Nebentöne vom a bis zum i, erstere bei den Kelilhnchstaben, letztere bei 
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den mit der Vorderzimge gesproclioüen Ganmbuchstaben. Die Lippenbuch- 
stabeE. zeigen die Nebentöne des ü und m, letztere in der Englisolien Aus- 
spraebe bervortrotend. Die Zahnbuebstaben endlich (s, d, t) zeigen Neben- 
töne, welcbe höher sind als die des i, so dass also diesen keine Vokale 
entsprechen. Schliesslich wurde noch auf ein Mittel hingedeutet um die 
Sprachlaute objektiv herTOrzuhringen , d. h. bloss durch gleichzeitiges Her- 
vorbringen der gehörigen Töne in dem betreffenden Intensitätsverhältnisse. 
Za S. 223, Z. 21—23. Der Titel der Helmholtz sehen Untersuchungen 
ist: „Die Klangfarbe der Vokale", Vortrag in der Sitzung der Akademie 
vom 2. April 1859, Gelehrte Anzeigen der k. B. Akademie der Wiss. 
Bd. 48, Nr. 67, 18. Juni 1859, S. 537—541, Nr. 68, 20. Juni 1859, 
S. 545—549; Nr. 69, 22. Juni 1859, S. 553—556. Wiederabgedruckt in 
den Gesammelten wissenschaftlichen Abhandlungen Bd. I, S. 397 — 407. 

Zu S. 224, S, 7—18, Das Oitat aus den „ToBempÜndungen" ist mit 
den Worten; „beim scharfen A oder .ü" zu Ende 

Zu S. 225, Z. 21 f. Das Buch von Sievers ist bei Bieitkopt und 
Härtel erschienen, die zweite Auflage (1881) und alle folgenden unter dem 
Titel: „Grundzfige der Phonetik". 

Zu S. 228, Z. 21: E. von Quanten, „Ein^e Beoieikuiigpn /ui Hdm 
holtaschen Voeallehre", Pogg. Ann. Bd. 154, S. 272—294, 522—552 (1(<75), 
mitgetbeüt aus der öfversigt af Kongl, Vetensk, Akad, Handlingar, 1874, 
No. 6, Stockholm. 

Zu S. 237, Z. 9. Der Nachweis des weichen (besser stimmhaften) 
Lautes c, der dem altindischen f entspricht, fludet sich bei Äseoli, Vor- 
lesungen über die vergleichende Lautlehre des Sanskrit, des Griechischen 
und des Lateinischen, gehalten an der Mailänder wissenschaftlich-litterarischen 
Akademie, übersetzt von Bazziger und H. Sohweizer-Sidler, Halle, 
Buchhandlung des Waisenhauses 1872, S, 79 ff,, besonders S. 86 f. 

Zu S, 239, Z. 16. C. H. 0. Grinwis, Ueber die Theorie der Resona- 
toren, aus den Archivea Neerlandaises VIU, 417 mitgetheilt in Pogg. Ann. 
Bd. 160, S. 276—291 (1877), datirt Utrecht, März 1873. 

Zu S. 239, Z. 11 V. u, P. Auerbach, „Untersuchungen über die 
Natur der Vocalklänge", Poggend. Ann. Ergänzungsband VIH, Stück 2, 
S. 177—225 (1878), datirt Berlin 5, Jum 1876, Derselbe hat bald nach- 
her in der Arbeit: „Zur Grassmannschen Vocaltheorie", Wiedemanns Ann. 
Bd. 4, S. 508—515 (1878) Grassmanns Behauptungen zu widerlegen 
gesucht. Dagegen ist Grassmanns Ansichten günstig die Arbeit von 
J, Lahr „Die Grassmannsche Vocaltheorie im Lichte des Experiments", 
Wied, Ann, Bd. 27, S. 94—119 (1886). 

Zu S. 258, Z. 6 V. u. Im Originale steht: „Die Stosse". 



y Google 



Sachregister 

zu den Abhandlungen über Mechanik und mathematische 
Physik*). 



Achtundviei-Kigflächneir laii'., be- 
sondere Fälle des A.s 132 f., seine drei 
Halbgestalten 134—137, seine Viertels- 
gestalfc 137, 

Achtzähliges System 125, seine Ge- 
stalten und Hatbgestalten 138—140. 

Addition s. Strecke, Kraft, Parallelo- 
gramm, 

Aeohte unendliche Eeihen 6, 

Aequatorebene beim sechszähligen 
System 141. 

Ae P d U, e, d,;ä, Kraft s, d. 






: Elek- 



t dynamak 




lag und 


e Mingel 146-160, Be- 


tgang l 


Willkfiriiclien aus der 


Ami h " Hypothese 150—153. 


A b t n 


V ins von Punkten 34, 


36 A n 


Kiift 34 f. Beziehung 


w hn t 


len 35; A. der ioneren 


Kräfte w 


h zwei Punkten 36 f.. 


w hn 


em Verein von Punkten 


37f — A 


I bendige Kraft 56. 


A n^u kt ner einf, Gestalt des 


regelm. Syat 





Axenab schnittt inLi /ftrageiicn 
Ebene 12S, ihie Beziehung zu den 
Eichtstiicken des Irigers 1351 
Axenkreaa 122 
Bedingnngsgleichungen für die 

Punkte eines Vereins 57 f. 
BeharrungsgesetK 11. 
Beschleunigung eines Punktes als 

zweiter Diffqu. einer Strecke 51. 
Bewegung eines Punktes 3f., berechnet 
ans der Bewegungaänderung 10. — 
B. auf einer sich gleiehmitaHig drehen 
den Kurve 93-95. 
Bewegung^ Änderung (Beachlfinif,- 
ung) eines Punktes und ihie Bildung 
8 f. 
Bewegung Sgl ei chnng (Ge'ich.win I g- 
keit) eines Punktes abj,eleitbt wat 
seiner Ortaglsichung 6 t 
Blählaut 238. 
Breite eines Gerä,naches 234, 
Centrifugalkraft 43, 
Clausiusaches Gesetz Aber die Wirkung 
zweier Stromelemente auf einander 
identisch mit dem Grassmannsohen 



Gru 



203— 



issenradien einer einf. Gestalt des 
regelm. Systems 128, ihre Bestimmung 



iassentrager 128, seine 4 Schnitt- 
punkte mit den 48 getragenen Ebenen 



Complementarfarbe 161, 214ff., all- 
gemeiner Beweis ihrer Existenz 164 
—166. 

D'Älembertsches Princip 59. 

Differentialquotient nach der Zeit, 
seine Bezeichnung 49 f. — Partieller 
D, einer Funktion von Strecken nach 



\. 174—302 ist hierbei a 



r Betracht gelassi 



y Google 



Sachregister zu den Ahliandlungen ifter Mectanik und mithfuati^dirPlijHk 261 



eiacc Strecke 50; Unabhängigkeit 
dieser Deflnitioii von der Wahl des 
Normalvereina 50 f. 
Diffetenzial 7. 

Doppelpyramiden im achtzühligen 
System 139, im. vierzähligen 140, im 
sechflzähligen 146. 
DreKungon um oinea festen Punkt 75 

—81. 
Ehbe und Fbith 65—73, 
Ebene, getragene Ebene 126. Eegel 
über dieVerbindung dieser Ebenen 129. 
Einfach a. Gestalt. 
Einzähliges System 126, 146. 
Elementaiase s. Axe. 
Blementarkräfte s. Ursprüngliche 

Kräfte. 
Elementarträger 122, s. Hauptträger. 
Elliptisches GUedim Auedrucke der 
Kraft und der mittleren Bewegung 61 f. 
Erhoben e. Winkel. 
Fall schwerer Körper 17f. 
Farbeneindtuck, die drei Momente 

bei einem F. 162. 
Farbenton 162. 

Fester Körper 40, seine Bewegung um 
einen unbewegliclien Punkt 40, unter 
dem Einflüsse der Schwere 41 f. 
Flächenbewegung eines Vereins von 
Punkten 31 ; ihre Aenderung 32 f. — "Ün- 
veränderlichkeit der goeammten F. 55. 
Flächenbildendo Kraft 116, 117f. 
Fläehenraum 8. Parallelogramjn. 
Flächentragende Linien 121f 
Fliehkraft 43. 

Flietmomcnt einer Kraft 100. 
Foucaultsches Pendel 95 f. 
Gegenkraft einer Kraft 116. 
Gegenwirkung, Geüeta der 6. 11. 
Geometrische Summe 199, 172, 
GeräuBchlaute, ihre Breite und mitt- 
lere Hölie 234. 
Gesättigte Farben 214. 
GeschloBsener Sti'om s, Strom. 
Geschwindigkeit eines Punktes als 
Strecke 4, als Diffqu. einer Strecke 51. 
Gestalt, einfache 121. Konstruktion 
einer einf G. des regelmässigen Sy- 
stems 128—131. 



Getragene Ebene i El ene 
Gleiche Kräfte 131 
Gleichgewicht, verschiedene Auf- 
gaben über da? G 83— &8 G eines 
in eine Flilssigkeit eingetauchten Kör- 
pers 88—91 
GleiehweithigeTiagerl22 ihr? Kenn- 
zeichen 122f 124f Gl Tr im 
regeln^ssigen System 128, im acbt- 
zäbligen 138, im vierzähligen 140, im 
sechsüähligen 141. 
Grassmann BchesGrundgeBeta der Elek- 
trodynamik 153f., 203, 305f, 210, 
seine Deutung für den Fall, dass die 
Yerlängermigen der Elemente einander 
schneiden 154 f., für den allgemeinen 
Fall 156 f., 248 ff. Analogie mit der 
Gravitation 166- 157. — Weg zur 
Entscheidung zwischen diesem und 
dem Ampereschen Gesetze 157—160. 
Gravitation 16, das Gravitationsgesetz 
abgeleitet aus den Kepleraohen Ge- 
setzen 2 5^ 28 , 38 f. — Analogie zwischen 
Gr. und Elektrodynamik 155—157. 
Grundgesetz der Mechanik 61, 53. 
Halbgeatalten, ihre Entstehung 134, 
ihre Konstr. 134-137, 139f, 140, 146. 
Halbvokale 232—234. 
Hauchlaute 235f. 
Hanptase beim acbtuähligen System 

138, beim sechszähligen 141. 
Hauptaxen eines Körpers 102—104, 
Hauptpunkte einer einfachen Gestalt 
dee regelm. Systems 128, ihre Be- 
stimmung 129 f. 
Ilauptradien einer einf. Gestalt des 
regelm. Systems 138, ihre Bestimmimg 
1291 
Hauptträger =^ Blemen tarträger 128, 
seine 3 Schnittpimkte mit den 48 ge- 
tragenen Ebenen 138 f. 
Ideelle Lichtgebilde 230. 
Innere Kräfte s. Kraft; inneres Produkt 

s, d. 
Integration a, mittlere, 
Intensität der Farbe und des beige- 
mischten Weiss 163, 
Kcplersche Gesetze 22—29. 
Kontrast 220 f. 



y Google 



266 Zum zweiten Theile des ersten Bandes, 

tilden, der sich unter den VoraussetKungen des Satzes auf 

reducirt, der aber andrerseits in der Form; 

(jl, Oflj ... fl2„_|_3) 

geschrieben werden kann und infolgedessen auch gleich 

ist. Tersohwinden nnn die Grössen (fi, 0) ... i/i^^i^O) alle, aber (/ia„ i gO) nicht, 
80 etgiebt eich auch jetzt (ft ■ ■ ■ f'2n+s) ^= ^- 
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